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1. Uber die Abhängigkeit 
des Leitvermögens binärer normaler Elektrolyte 
von der Konzentration; 


von Paul Hertz. 
(Hierzu Taf. I a, TI.) 


§ 1. Einleitung. 


Bekanntlich wächst die Leitfähigkeit eines Elektrolyten 
mit seiner Konzentration. Das ist keineswegs überraschend; 
denn je mehr Salzmoleküle dem Lösungsmittel zugeführt werden, 
desto mehr freie die Elektrizität leitende Ionen werden sich 
in ihm bewegen. Man sollte daher sogar zunächst Propor- 
tionalität zwischen beiden Größen erwarten. Tatsächlich aber 
ist der Quotient von Leitfähigkeit und Konzentration, das mole- 
kulare Leitvermögen, durchaus nicht konstant, sondern zeigt 
mit wachsender Konzentration eine Abnahme, 

Als Erklärung für diese Erscheinung können hauptsäch- 
lich zwei Gründe in Betracht kommen: Entweder werden bei 
zunehmender Konzentration die freien Ionen weniger zahlreich im 
Verhältnis zu den unzerlegten Molekülen, oder aber sie leiten 
schlechter, d.h. werden weniger beweglich. Im ersten Falle 
würde man anzunehmen haben, daß der Dissoziationsgrad der 
Moleküle von ihrer Konzentration abhängt und zwar in der Weise 
die das Massenwirkungsgesetz vorschreibt, ein Ansatz, der zum 
bekannten Ostwaldschen Verdünnungsgesetze führt. Dieses 
hat sich für schwach dissoziierte Elektrolyte ausgezeichnet be- 
währt, versagt aber bekanntlich für starke oder sogenannte 
normale Elektrolyte. Bei ihnen liegt darum die Vermutung 
nahe, daß vielmehr die Ionenbeweglichkeit gehemmt wird. 
Aber an eine wirkliche Beweglichkeitsänderung des einzelnen 
Ions ist doch wohl kaum zu denken; wie sollte sich dieses in 
seiner Bewegungsfreiheit durch seine Nachbarn einengen lassen ? 
Wohl aber kann man sich vorstellen, daß die Leitfähigkeit, 
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so wie sie sich statistisch aus dem Spiel der sich einander © 
beeinflussenden Ionen berechnet, kleiner ausfällt, wenn ihrer 
mehr vorhanden sind. Hierüber indes kann nur eine mathe- 
matische Theorie entscheiden. 

Eine solche habe ich mich zu geben bemüht. Dabei habe 
ich mir nicht die Frage vorgelegt, welche Annahmen einzu- 
führen sind, damit die bekannten Erscheinungen,am einfachsten 
erklärt werden, sondern vielmehr untersucht, welche Bewegungen 
der Ionen wir schon von vornherein auf Grund der bisherigen 
Theorien zu erwarten haben und welche makroskopischen Er- 
scheinungen sich daraus ergeben. Als Leitfaden dieser Be- 
trachtung kann H. A. Lorentz’!) elektronentheoretische Behand- 
lung der Metallleitfähigkeit dienen. Wie dort, wird auch hier 
angenommen, daß die Ionen gegen die Moleküle stoßen und 
auf diese Weise ihre Geschwindigkeitsunterschiede ausgleichen. 
Ist aber ein äußeres Feld vorhanden, so wird schließlich eine 
Geschwindigkeitsrichtung vorherrschen — in welchem Maße, 
hängt von der Ausgleichungstendenz der Ionen ab — und 
durch sie wird der elektrische Strom bestimmt. Jetzt ist aber 
noch die Wechselwirkung der Ionen in Betracht zu ziehen; 
diese kann nur in einer Coulombschen Anziehung bestehen 
und muß daher zur Keplerschen Kometenbewegung führen. 

Es zeigt sich aber, wie auch P. Gruner?) bemerkt hat, 
daß solche Hyperbelbewegungen einen unendlich schnellen Ge- 
schwindigkeitsausgleich bedingen, es sei denn, daß man den 
Wirkungsbereich der anziehenden Zentren nur ins Endliche 
erstreckt. Dazu jedoch ist keine besondere Hilfsannahme nötig; 
vielmehr ergibt sich von selbst, daß die Wirkungssphäre eines 
Ions nicht größer als die mittlere Ionenentfernung angesetzt 
werden kann, weil nur so weit das anziehende Ion allein domi- 
niert. Der Abstand aber der Ionen hängt von ihrer Konzen- 
tration ab, und hier ist somit der Punkt gegeben, an dem die 
Konzentration in die Rechnung einzuführen ist. 

Die fertige Formel ist mit der Erfahrung verglichen worden; 
doch konnte dieser Vergleich keine ganz sichere Entscheidung 
herbeiführen. Es treten nämlich in den Formeln zwei Kon- 


1) Verslag v. d. Verg. d. Akad. van Wetensch. Amsterdam 1904. 
p. 493. 565. 710. 


2) P. Gruner, Ann. d. Phys. 35. p. 381. 1911. 
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stanten auf, die bekannt wären, wenn wir die Masse der Ionen 
als gegeben voraussetzen dürften. Setzt man aber nun die 
Masse eines Ions dem Atomgewichte proportional, so findet 
keine Übereinstimmung ‘zwischen Theorie und Beobachtung 
statt. Doch hierin darf keine Widerlegung der entwickelten 
Anschauung erblickt werden, weil ja möglicherweise die Elektri- 
zitätsträger mit Wassermolekülen beladen und schwerer als 
‘die gewöhnlichen Atome sind. Somit bleibt nichts anderes 
übrig, als die beiden Konstanten empirisch zu ermitteln, und 
dann findet man einen recht befriedigenden Anschluß. Natür- 
lich kann man jetzt zweifelhaft sein, ob eine Bestätigung er- 
bracht ist; hierüber möchte ich mich jeder Meinung enthalten. 
Aber jedenfalls ist auf die Möglichkeit hingewiesen, die Leit- 
fähigkeitsänderung anders als durch Veränderung des Disso- 
ziationsgrades') zu begreifen; jedenfalls ist, mag auch das Ge- 
gebene nicht erklart sein, so doch wenigstens untersucht, welche 
Gesetzmäßigkeiten erwartet werden müssen, und gezeigt, daß 
die Erfahrung dem nicht widerspricht. 

Die Betrachtungen über die Hyperbelbewegungen, die im 
wesentlichen mit den von Gruner?) angestellten übereinstimmen 
und übrigens vor Kenntnisnahme seines Aufsatzes nieder- 
geschrieben wurden, mögen hier zur Vermeidung von Rück- 
verweisungen vorangestellt werden. 


$2. Die Keplerschen Hyperbelbewegungen. 

Wir denken uns ein festes positives und dieses umfliegend 
ein negatives Ion. Das negative erfährt vom positiven eine 
Beschleunigung 

M 
(1) 


wo o ihren Abstand und M eine Konstante bedeutet. Diese 
ist, unter e die Ladung der Ionen und unter m die Masse des 
angezogenen Ions verstanden, bei Nichtberücksichtigung der 
Dielektrizitätseigenschaft des Lösungsmittels 

(2) 

‘ m 


1) Im Interesse der Einfachheit schien es erwiinscht, in diesem ersten 
Versuche von der Anderung des Dissoziationsgrades ganz abzusehen, ob- 
wohl das natürlich eine Vernachlässigung bedeutet. 

2) l.c.; vgl. auch D. Enskog, Phys. Zeitschr. 12. 1911. p. 533. 
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Vielleicht ist aber das Lösungsmittel als homogenes Medium 

mit der Dielektrizitätskonstanten D anzusehen und demgemäß 
2 

(8) 

zu setzen. 

Dieser Ansatz dürfte erstens zutrefien, wenn die Ab- 
messungen der Ionen, die vielleicht auch mit Wassermolekülen 
beladen sind, groß gegen die Abstände der Lösungsmittelmole- 
küle sind und von diesen durchdrungen werden können. 
Zweitens würde (3) wohl auch dann gelten, wenn die Ionen 
sehr klein sind und es ihnen möglich ist, entweder die Wasser- 
moleküle zu durchdringen, oder aber doch den beiden Polen 
des Dipoles außerordentlich nahe zu kommen, und gelegentlich 
auch zwischen sie zu treten. 

Andererseits kann es auch sein, daß die Ionen die Dipole 
des Lösungsmittels nicht durchdringen und von ihnen stets 


J 


_ 
F M F 


Fig. 1. 


Abstände besitzen, die groß gegen die Moleküldimensionen 
sind. Dann folgt aus den Überlegungen, die zu der bekannten 
Lorentz-Lorenzschen Gleichung führen: 


D+2e 
(4) M= 


oder, wenn D groß ist 
e? 
(5) 


Können die Ionen endlich zwar von außen recht nahe an die 
Pole, aber nicht zwischen sie treten, so wird man weder den 
Ausdruck (3) noch (5), sondern einen mittleren zu erwarten 
haben. Bei unserer Unkenntnis von den Ionenabmessungen 
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tun wir daher am besten, die Entscheidung zwischen (3) bis (5) 
auszusetzen und die Größe M in den Formeln beizubehalten. 

Machen wir nun das feste positive Ion zum Mittelpunkte # 
(Fig. 1) eines Cartesischen Koordinatensystems zy und eines 
Polarkoordinatensystems 9, w (oe Entfernung, yw Azimut), so 
gilt!) für die Beschleunigung des angezogenen Ions 


Hieraus folgt, daß die Ausdrücke 


y 2dy _ 
(6) =2u 


und 
(7) 


zeitlich konstant sind, wo u die Flächengeschwindigkeit be- 
deutet und r die Geschwindigkeit des beweglichen Ions in un- 
endlicher Entfernung vom anziehenden Zentrum, (m/2)r? somit 
seine Gesamtenergie. Es ist aber auch das Geschwindigkeits- 
quadrat 

(8) 

und somit nach (6) bis (8) 


NE 


V (+ 


Diese Gleichung ergibt integriert: 


2 


(w + Const.) 


Von allen Fahrstrahlen, die vom Ursprung des Polarkoordi- 


1) Die folgende Ableitung findet man in dem handlichen Werkchen 
von G. Jäger, Theoretische Physik I (Göschen) p. 30. 
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natensystems zu der Kurve führen, wird nur einer (FS, Fig. 1) 
der kürzeste sein, und es steht frei, ihn als Achse des Systems 
zu wählen. Dann muß aber die Konstante der letzten Glei- 
chung = 0 sein und diese selbst die Form annehmen: 


(9) 


Die Polargleichung einer Hyperbel, deren große Halbachse a 
und deren numerische Exzentrizität « ist, lautet aber: 
a(e? — 1) 

(10) ("Tice 

Daraus erkennt man, daß unsere Bahnkurve eine Hyperbel 
mit dem anziehenden Zentrum F als Brennpunkt ist und mit 
einer großen Halbachse a (= MS, Fig. 1) und einer numeri- 
schen Exzentrizität s, die durch die Beziehungen bestimmt sind: 


Somit ist 


oder 
(11) 


Die kleine Halbachse der Hyperbel SB, deren Länge wir mit 4 
bezeichnen, wird erhalten, wenn man im Scheitel $ der Hyperbel 
auf der großen Achse MS das Lot bis zum Schnittpunkt mit einer 
Asymptote errichtet. Ferner sei y der Winkel zwischen einer 
Asymptote und der Achse, # P das Lot von F auf die Asymptote, 
dessen Länge p genannt werde und endlich 9 der Winkel PFM. 
Dann ist 
= 


also 
1 


= 
sin? 4 cos” 7 


(12) 


6 
e= 
M 4u* v 
4u? 
ae 
2u M? 
V 2 
M + 4u? 
; 4u 
M 
M? + 4u3 
= e, 
= c= 
sind 
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Die halbe lineare Exzentrizität #M ist aber = ae. Daher ist 


p = aecost 


oder 
(13) p = actg 
oder auch nach (11) 


(14) p= 


§ 3. Einfluß der Ablenkung durch andere Ionen auf die 
Geschwindigkeitsverteilung. 

Ehe wir uns unserer eigentlichen Aufgabe zuwenden, wollen 
wir ein einfacheres Problem behandelu: Wir nehmen die posi- 
tiven Ionen fest, die negativen beweglich an und denken uns 
alle Flüssigkeitsmoleküle fort, oder stellen uns vor, daß die 
negativen Ionen sich ungehindert durch sie hindurch bewegen 
können. Die negativen Ionen mögen von den positiven nach 
dem Coulombschen Gesetze angezogen werden, ohne sich 
jedoch gegenseitig abzustoßen. Bekannt sei, .daß die Volumen- 
einheit f(£7£) ddd Ionen enthält, deren Geschwindigkeits- 
komponenten zwischen &,&+d&; 4,7 liegen; 
gesucht werde Of/öt. 

Eine Änderung der Verteilungsfunktion f kann dann nur 
dadurch eintreten, daß die negativen Ionen von den positiven 
nach Art der Kometen abgelenkt werden. Anfänglich stimmt 
die Geschwindigkeitsrichtung des negativen Ions merklich mit 
der einen Hyperbelasymptote (G H, Fig. 1), hernach mit der 
anderen (J X) überein, im ganzen hat sich durch den Vorgang 
der absolute Wert der Geschwindigkeit nicht geändert, ihre 
Richtung dagegen eine Ablenkung erfahren. 

Diese wird durch zwei Größen charakterisiert. Denken 
wir uns ein Cartesisches Koordinatensystem; dann dienen 
zur Feststellung der Ablenkung erstens der Winkel — nennen 
wir ihn © — den die neue Richtung mit der alten bildet, und 
zweitens der Winkel u, den die Ebene dieser beiden Richtungen 
mit einer durch die alte Richtung und die z-Achse gelegten 
Ebene bildet. © gibt also die Größe, u die Ebene der Ab- 
lenkung an. Ferner ist @ der von den Asymptoten gebildete 
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Winkel (X MH), der keine Hyperbeläste einschließt. Man 
sieht auch, daß 

(15) 

ist. 

Geben wir nun zunächst eine bestimmte Geschwindigkeit 
&.7;¢,.7;, die z,mal in der Volumeneinheit angenommen wird, 
und fragen wir, wieviel negative Ionen in der Zeit dz diesen 
Geschwindigkeitszustand verlieren durch Ablenkungen, deren 
Winkel zwischen 9 und 0 + dO, u und u + du liegen. Um 
dies zu erfahren, lege man durch jedes positive Ion F (Fig. 2) 
eine Ebene 4 BCD senkrecht zur Geschwindigkeit &,7,&,, r, 


Fig. 2. 


Ferner berechnen wir nach der aus (14) und (15) folgenden 
Formel 


(16) p= 


die dem gegebenen Werte von r zugehörige Größe p. Sei P 
ein Punkt in 4BCD der erstens von F die Entfernung p hat, 
zweitens so gelegen ist, daß das Lot PP’ auf ABCD mit PF 
zusammen die durch pv charakterisierte Ablenkungsebene bildet. 
Der Ablenkung 0 + dO, u entspreche der Punkt Q, der Ab- 
lenkung 0, u + du der Punkt S, und wenn # und u beide 
um die Differentiale d@, du sich ändern, so gelange man zu A. 
PQRSP'QX RS sei der auf PQRS errichtete, zu ABCD 
perpendikuläre Zylinder und P’ Q FR’ 8’ ein sehr weit von PQ RS 
entferntes Rechteck. 
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Durch dieses treten in der Zeit d¢ an negativen Ionen 
hindurch 
PQORS 1,z,dt 
oder 
PQRSr,z,dt. 
Nun ist aber 
Q =d P> 


Wenn daher die Volumeneinheit N positive Ionen enthält, so 
werden durch die bezeichneten Ablenkungen 


Nr,z,dtpdudp 


negative Ionen während der Zeit dt ihre Geschwindigkeiten 
ändern. 

Jetzt betrachten wir die Geschwindigkeiten, deren Kom- 
ponenten zwischen §£,£+dé&; n,n+dn; liegen. 
Stellen wir die Geschwindigkeit jedes Ions durch einen Ge- 
schwindigkeitspunkt dar, so wird also durch diese Beschränkung 
im Geschwindigkeitsraum ein Geschwindigkeitselement ab- 
gegrenzt. Dieses verliert in der Zeit dt durch die betrachteten 
Ablenkungen 

Nrdtpdudp2z, 
Geschwindigkeitspunkte, wo unter dem Summenzeichen die An- 
zahlen aller im Geschwindigkeitselement enthaltenen Ge- 
schwindigkeiten einzusetzen sind. Es ist aber 


Daher verliert in der Volumeneinheit unser Element d£dnd£ 


Nrf 2% 


Geschwindigkeitspunkte durch Ablenkungen, deren Winkel 
zwischen 0,0 + dO, u,u + du liegen. 

Wir fragen zweitens, wieviel Geschwindigkeitspunkte in 
d&dnd{ eintreten auf Grund von Ablenkungen mit Winkeln 
zwischen — 90, —QO —d®@; u,u-+ du. Gehen wir von der 
zuletzt entwickelten Formel aus und lassen dort d&dnd£ 
konstant, machen aber d@, du außerordentlich klein, nämlich 
so, daß pdOduw klein gegen d£dnd£ ist. Dann erfüllen die 
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aus d£dnd£ entstehenden Geschwindigkeitspunkte nach der 
Ablenkung ein Geschwindigkeitsgebiet d&*d7*dt*, und es ist 
nach dem Liouvilleschen Satz 

(17) dé* dy* dt* = d&dndt 

und nach dem Energiesatz 

(18) "er. 

Durch die beschriebenen Ablenkungen empfängt das Ele- 
ment nun 


Nrf 


dé 
Geschwindigkeitspunkte oder nach (17) bis (18) 


Nr*fiend 22 dO dt dt. 


Daraus folgt aber nach Vertauschung der Bezeichnungen, daß 
durch Ablenkungen zwischen — 9, — u,u+ du das 
Element d&dnd£ 


dO 


dOdud&dndidt 


Punkte empfängt, und das muß auch gelten, wenn pdOdu 
mit d&dnd£ vergleichbar ist. 

Im ganzen ändert sich also die Zahl der in d£dnd£ ent- 
haltenen Geschwindigkeitspunkte um 


22 a 
df = atNr [au 
0 6, 


wenn wir annehmen, daß Ablenkungswinkel unter ©, nicht 
vorkommen. Daher ist 


Ziehen wir (16) hin, so wird 


sin’ 
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Diesen Ausdruck wollen wir berechnen unter einer speziellen 
Annahme. Es sei nämlich vorausgesetzt, daß die Funktion f von 
der Form 
(21) f= 478 
sei’), wo 7 eine reine Funktion von r ist. 

Alsdann folgt 


Dabei ist $* eine Funktion von §, 7, ¢, a, ©. Suchen wir 
diese zu berechnen. 

Konstruieren wir eine Kugel mit dem Radius r und sei A 
(Fig.3) der Schnittpunkt der Kugel mit der &-Achse, B derjenige 
mit der Geschwindigkeit &7£,r, und C derjenige mit &*1* 


Fig. 3. 


so ist in dem sphärischen Dreieck A BC (die Seiten durch die 
zugehörigen Zentriwinkel gemessen) 


CB=0, 2CBA=u, 


* 


AB =arecos AC = arccos 
Also ist: 


cos + sin — COS 


&* = §cosO + rsin = cosu. 


1) H. A. Lorentz a.a. O. p. 499. 
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Folglich ist 


2x 
23) fer 
0 


Nach (15) und (22) ist also 


ö 4n NM? 
(24) 
Fihren wir nun ein 


so ist 


gesetzt ist. 
Somit ist 

2 
(26) — NM + 1). 
Betrachten wir jede noch so kleine Ablenkung als möglich, 
so wird 
of 
Ot 
Wir dürfen aber nicht vergessen, daß nach (14) mit ab- 
nehmendem + die Größe p immer mehr wächst. Doch können 
andererseits Hyperbeln mit beliebig groBem p nicht beschrieben 
werden, weil bei zu flachen Hyperbeln das bewegliche Ion nicht 
mehr rein unter der Wirkung der vom Brennpunkt ausgehenden 
Kraft stehen wiirde. Ist P die obere Grenze der vorkommen- 
den p, so ist nach (14) und (25) 


9,=0, %,=0, z=0o und = 00. 


(27) 2, 
folglich 


(28) 


Wie groß ist nun P? 
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Das wird offenbar von dem mittleren Ionenabstand ab- 
hängen, für den wir daher eine Definition geben müssen. Wir 
greifen eine große Anzahl von Ionen heraus und verbinden 
jedes mit dem ihm zunächst gelegenen. Der Mittelwert aller 
dieser Verbindungsstrecken ist der mittlere Ionenabstand. Wir 
können aber zweitens auch eine große Menge beliebiger Punkte 
auswählen und die Entfernungen eines jeden von dem ihm be- 
nachbarten Ion zusammenstellen. Aus allen diesen Abständen 
kann wiederum ein Mittelwert gebildet werden, der nun dem 
eben betrachteten gleich ist (nicht etwa halb so groß!) 

Bewege sich jetzt ein negatives Ion von 4 nach B (Fig. 4) 
und sei BE der Weg, den es einschlagen würde, wenn keine 


Xo 


Fig. 4. 


positiven Ionen vorhanden wären. Ferner möge sich in X, ein 
positives Ion befinden und das von X, auf 4E gefällte Lot 
X, D, möge größer als der mittlere Ionenabstand sein. Dann 
steht wahrscheinlich in D, das Ion nicht vorzugsweise unter 
dem Einfluß von X,. Wir wollen jetzt von allen positiven 
Ionen Lote XD auf die Bahn 4F fällen und X, D, sei das 
früheste, das kleiner als der mittlere Ionenabstand ist. Falls 4 
nicht zu weit von D, entfernt ist, können wir dann annehmen, 
daß unser Ion wirklich nach D, gelangt und nur mit unbedeuten- 
den Schwankungen von der Geraden 4 E abweicht. In D, und 
etwas früher schon steht es aber vorwiegend unter dem Einfluß 
von X, und wird daher um dieses Ion eine Hyperbelbewegung 
beschreiben. Es folgt, daß wohl Hyperbeln zu betrachten 
sind mit p, die viel kleiner als der mittlere Ionenabstand 
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sind, aber nicht solche, die beträchtlich größer sind. Daher 
werden wir keinen zu großen Fehler begehen, wenn wir die 
in (28) vorkommende Größe P gleich dem mittleren Ionen- 
abstande setzen. 


$4. Einfluß der Zusammenstöße mit den Molekülen 
und der äußeren Kräfte auf die Geschwindigkeitsverteilung. 


Wir wollen uns jetzt umgekehrt alle positiven Ionen fort- 
denken, wollen absehen von der gegenseitigen Beeinflussung 
der negativen Ionen und berechnen, welche Änderung f durch 
die Stöße der Ionen gegen die Moleküle erleidet. Dabei nehmen 
wir an, daß die Ionen von den Molekülen wie von vollständig 
elastischen Kugeln zurückprallen. Ferner verstehen wir unter S 


Fig. 5. 


die Summe von Ionenradius und Molekülradius und beschreiben 
um jedes Molekül eine Kugel vom Radius $, die 8-Kugel. So- 
bald diese von einem Ionenmittelpunkt getroffen wird, findet 
Reflexion statt. Sei &,7,,£,,r, eine Geschwindigkeit, die in 
der Volumeneinheit z,mal vorkommt und werde gefragt, wie- 
viel Ionen in der Zeit dt diese Geschwindigkeit verlieren 
durch Ablenkungen mit Winkeln zwischen © und ® +d0, 
a und u+du. Wir ziehen in jeder S-Kugel den Radius M A 
parallel &., 7;,¢,, 7, (Fig. 5), ferner MB, eine Linie, die mit 
MA den Winkel © bildet und mit diesem Strahle in einer 
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durch u charakterisierten Ebene liegt. In der gleichen Ebene 
liege MB’, das mit MA’ den Winkel 0+ dO einschließt. 
MC bzw. MC’ halbiere den Winkel AMB bzw. AMB. 
Wieder setzen wir 0/2 = #. 

Trifft nun ein Ionenmittelpunkt die S-Kugel in C (Fig. 5), 
so erleidet das Ion eine Reflexion um den Winkel ©. Sollen 
die Ablenkungen aber Schwankungen um d@ und du zulassen, 
so erhalten wir auf der Oberfläche der S-Kugel ein infinitesi- 
males sphärisches Rechteck, dessen eine Seite der Bogen CC’ 
ist und dessen andere Seite man aus ihm erhält, wenn man 
dem Bogen AB um 4 eine Drehung von der Größe du erteilt. 
Die Größe dieses Gebietes beträgt 


S?sin dt du 
und es werden daher in der Zeit dt 
2,r,cos §*sin du 


Ionen die Geschwindigkeit £&,, n,, &,, r; durch die betrachteten 
Ablenkungen verlieren. Durch Wiederholung der im vorigen 
Paragraphen angewandten Schlußweise erhält man dann schlieB- 
lich für die durch die Stöße gegen die Moleküle bewirkte Ände- 
rung von f die Beziehung: 
a2 
Ann$rz [ dd, 
ö 


wenn n die Zahl der Moleküle in der Volumeneinheit ist, oder 


(29) sf =—an§yr8*.}) 


Dieser Formel geben wir noch eine etwas andere Gestalt. 
Man findet leicht, daß die freie Weglänge, d.h. die Strecke, 
die ein Ion zwischen zwei Zusammenstößen mit Molekülen 
zurücklegt, durch die Beziehung 


(80) 


gegeben ist, und kann daher auch schreiben: 


Ot 


1) H. A. Lorentz a. a. O, p. 500. 
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Schließlich wollen wir uns ein Medium denken, daß weder 
positive Ionen enthält noch Moleküle, in dem aber die nega- 
tiven Ionen, ohne sich gegenseitig zu beeinflussen, unter der 
Einwirkung äußerer Kräfte stehen. Diese seien der x-Achse 
parallel und so groß, daß das einzelne Ion durch sie eine Be- 
schleunigung X erfährt. Dann ergibt sich in bekannter Weise 
für die Änderung von f 


(32) 


oder wenn f wieder von der Form (21) angenommen wird: 


(33) SF 


§ 5. Vereinigter Einfluß der Ablenkung durch Ionen, 
der Zusammenstöße mit den Molekülen und der äußeren Kräfte 
auf die Geschwindigkeitsverteilung. 


Stellen wir noch einmal zusammen, was wir gefunden 
haben. Indem wir durch einen Punkt, eine Null und ein z 
die positiven Ionen, die Moleküle und die äußere Kraft als 
Ursachen der Verteilungsänderung bezeichnen, erhalten wir für 
den Fall, daß nur je einer dieser Einflüsse wirksam ist, das 
Gleichungssystem: 


(34a) =— 778, 
0° 


2Ahée 


(34b) 


Wie steht es nun Fe wenn alle drei Wirkungen zugleich im 
Spiele sind? 

Am einfachsten ist offenbar diese Frage zu beantworten, 
wenn die äußeren Kräfte sehr klein sind und die Moleküle sehr 
dünn verteilt. Es ist in diesem Falle den Ionen möglich, fast 
vollkommene Hyperbeln zu beschreiben, ohne daß sie inzwischen 
durch den Zusammenprall mit einer Molekel gestört würden. 
Dann darf man auch unbedenklich setzen: 

(08) 
und das wird gelten, ob der stationäre Zustand erreicht ist 


ot 
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oder nicht. Damit ist denn auch Of/öt bekannt, und es ist 
leicht die Verteilung im stationären Zustande zu berechnen. 
Wir brauchen nur zu fordern, daß 

(36) 

ist und finden dann y nach (34) und (35). 

Anders, wenn die Moleküle in größerer Dichte vorhanden 
sind; dann werden noch besondere Überlegungen nötig. Kehren 
wir noch für einen Augenblick zu dem Falle der Abwesenheit 
von äußeren Kräften und Molekülen zurück. Sei eine bestimmte 
Geschwindigkeit gegeben und mögen die Hyperbeln betrachtet 
werden, die diese Geschwindigkeit auf Grund von Ablenkungen 
innerhalb gegebener Grenzen in andere Geschwindigkeiten ver- 
wandeln. Diese Hyperbeln haben denselben Brennpunkt und 
dieselbe große Halbachse und laufen an ihrem einen Ende 
parallel; wir wollen ihren Inbegriff Hyperbelröhre nennen. 
Es wird also bei vorgeschriebener Ablenkung und Ablenkungs- 
schwankung zu jeder asymptotischen Geschwindigkeit eine 
Röhre gehören und zu. einem Geschwindigkeitsgebiet ein 
Röhrenbündel. In dieser Weise denken wir uns den ganzen 
Raum von sich teilweise schneidenden Röhren durchzogen. 
Wir können diese in großer Entfernung von den Brennpunkten 
mit Endquerschnitten versehen und wissen dann, daß ein Ion, 
welches durch einen Querschnitt eintritt, die m. Röhre bis 
zum anderen durchläuft. 

Das wird nicht der Fall sein, wenn der Mikes noch von 
Molekülen erfüllt ist. Es hindert zwar auch dann nichts, die 
Röhren so zu konstruieren, als ob keine Moleküle zugegen 
wären; aber jetzt werden die Ionen durch die Mantelfläche 
der Röhre eindringen und austreten können. 

Befindet sich nun ein Ion in einem Röhrenstück, so 
wollen wir darum noch nicht sagen, es sei „in ihm ent- 
halten“. Diesem Ausdrucke legen wir vielmehr einen besonderen 
Sinn bei. Ist ein Ion an einem bestimmten Ort mit einer be- 
stimmten Geschwindigkeit gegeben, so verfolge man die Bahn 
rückwärts auf der es gekommen sein müßte, wenn keine Mo- 
leküle vorhanden gewesen wäre. Dadurch wird das Ion einer 
ganz bestimmten Röhre zugeordnet. Von dieser sagen wir, daß 
sie das Ion enthalte. 

Annalen der Physik IV. Folge. 37. 2 
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Stellen wir uns nun (Fig. 6) ein Röhrenstück vor, das 
viele Ionen „enthält“, so wird deren Dichte im stationären 
Zustande nur vom Orte in der Röhre abhängen. Wir legen 
jetzt Querschnitte durch unser Stück, die möglichst nahe zu 
beiden Seiten der Moleküle gelegt werden, und aus der Röhre eine 
Reihe molekülfreier Stücke herausschneiden, so den Abschnitt 4, 
begrenzt von ab, den Abschnitt B, begrenzt von cd, und C, 
das zwischen e und / liegt. Wollen wir nun die Wirkung der 
Ionenablenkungen untersuchen, so genügt es, die in A, B,C 
eintretenden Geschwindigkeitsänderungen zu berücksichtigen, 
da den Änderungen in den schmalen Abschnitten dazwischen 
schon. durch (34a) Rechnung getragen 
wird. Es ist aber klar, daß dieselben 
Ionen, die durch a in A eintreten, 
durch 5 auch A verlassen werden, 
ferner, daß ebenso viele, wenn auch 
nicht dieselben Ionen, wie A durch 5 
verlassen, in 3 durch c eindringen 
und zwar darum, weil 5 und c sich 
Fig. 6. sehr nahe sind und die Dichte der in 

der Röhre enthaltenen Jonen nur von 

dem Orte daselbst abhängen sollte. Die Wirkung von A, B,C 
zusammen besteht also darin, daß ebensoviel Geschwindigkeiten 
verloren gehen wie durch a, und soviel gewonnen werden, wie 
durch f hindurchgehen. Indem man die molekülfreien Stücke 
der ganzen Röhre zusammennimmt, findet man, daß es be- 
rechtigt ist zu setzen: 


of 
at oe 


Indes kénnte es Bedenken erregen, daB wir die Ionen- 
dichte von dem Orte schlechtweg in der Röhre abhängen lassen 
ohne Berücksichtigung der Moleküle. Insbesondere könnte man 
meinen, daß eine auf das Molekül gerichtete Geschwindigkeit 
eine andere Wahrscheinlichkeit besäße als das davon sich ent- 
fernende. Doch sieht man leicht, daß kein Grund vorliegt, 
eine solche molekulare Ordnung zu berücksichtigen. Bei Ab- 
wesenheit eines äußeren Feldes wird, wie wir vorausgreifend 
bemerken, unter den negativen Ionen das Maxwellsche Gesetz 


= 
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gelten, d. h. die Geschwindigkeitshäufigkeit nur von der Absolut- 
geschwindigkeit abhängen. Dann werden alle Geschwindigkeiten, 
die durch einen Anprall gegen das Molekül verloren gehen, 
aus andern Geschwindigkeiten durch andere Zusammenstöße 
ersetzt. (Diese Vertauschungen sind schon durch (34a) berück- 
sichtigt worden). Wenn aber eine sehr kleine äußere Kraft vor- 
handen ist, wird das nicht mehr in Strenge gelten, indes werden 
wir durch unsere Rechnungsweise nur einen Fehler höherer 
Ordnung begehen und daher unter allen Umständen an (35) fest- 
halten können. Wir sehen aber zugleich, daß diese Gleichung 
jetzt nicht mehr allgemein gilt, sondern nur im Falle der 
Stationärität, wenn also (36) erfüllt ist. 

Noch weiter verwickelt sich unsere Aufgabe dadurch, daß 
tatsächlich die positiven Ionen nicht ruhen. Wir behalten 
dennoch unsere bisherigen Formeln bei, indem wir uns vor- 
stellen, daß jedes positive Ion sein System von Hyperbelröhren 
mit sich führt. Aus dem bisher Gesagten wird klar werden, 
daß man besser tut, die Formeln für die Umkreisung eines 
festen Zentrums anzuwenden, als der Beweglichkeit des Zentrums 
Rechnung zu tragen. Dieses wäre nur dann am Platze, wenn 
ein und dasselbe Ion die ganze Hyperbel zurücklegte. 

Endlich ist noch die abstoßende Wirkung der negativen 
Ionen aufeinander zu berücksichtigen. Wir brauchen aber zu 
diesem Zwecke nur die Betrachtungen des zweiten Paragraphen 
zu wiederholen. Dann finden wir, daß dieselbe Kurve, die 
unter dem Einflusse eines in 7 (Fig. 1) befindlichen anziehenden 
Zentrums beschrieben wurde, auch zustande kommt, wenn im 
andern Brennpunkte 7’ ein abstoBender Pol vorhanden ist. 
Da F und F’ dieselben Abstände von den Asymptoten haben, 
ist die Rechnung auch weiter genau so wie früher, und man 
erhält für den durch die negativen Ionen selbst bewirkten Ein- 
flu8 auf die Verteilungsänderung: 


Jetzt bedeutet aber in dieser Gleichung sowohl als in (34c) Pder 
mittlere Abstand genommen unter den 2 N Ionen, von denen N 
positiv, N negativ sind. Ferner muß (35) erweitert werden zu: 
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Nach (34a—d) ist also: 


—2AhXe-*" 
(38) 


Diese Gleichung gilt also bei großen / allgemein, bei 
kleinen 7 nur im Falle der Stationärität, wo denn beide Seiten 
Null sind; sie gibt an, wie rasch sich die Verteilungsfunktion 
der negativen Ionen ändert. Es versteht sich von selbst, daß 
dieselbe Gleichung auch für die positiven Ionen des Elektro- 
lyten gelten muß, wo dann /, 4,A,x, X, M andere Werte haben. 
Wir werden daher mit Hilfe von (38) ganz allgemein die Wan- 
derungsgeschwindigkeiten der positiven, ebenso wie negativen 
Ionen berechnen und werden bei dem Vergleiche mit der Er- 
fahrung nicht die Gesamtleitfähigkeiten, sondern immer nur 
die positiven und negativen Anteile zu berücksichtigen haben. 


$S6. Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der Konzentration. 


Im stationären Zustand ist 


ö 
(36) sf 


Daraus folgt nach (38) 


2Ah 1 
x= Ar . 
(39) by +) 


Bezeichnet nun j den Anteil der Stromdichte, der den positiven 
oder negativen Ionen verdankt wird, so ist 


j=e[f£do, 


wobei die durch dw angedeutete Integration über den ganzen 
Geschwindigkeitsraum zu erstrecken ist. Nach (21) ist aber auch 


ar f dw 
oder aus Symmetriegriinden 
j= r?do, 


co 


jose 


u 


= 
| 
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Die Beschleunigung X ist der elektrischen Feldstärke E 
proportional. 

Ist das Medium nicht polarisierbar, so kann man setzen 
(41) X= #8, 
Wird dagegen die Wirkung der Polarisationselektronen be- 
rücksichtigt, so ist wohl am besten zu setzen 


Ee D+2 
(42) = — - 


m 
unter D die Dielektrizitätskonstante des Lösungsmittels ver- 
standen. Ganz sicher ist dieser Ansatz nicht. Wir setzen 
daher allgemeiner 


(43) 
m 


und sprechen nur die Vermutung aus, daB 


(44) rel 
ist. 
Nach alledem ergibt sich für die Leitfähigkeit 


co 


dr 


1+ WE 


e? 
e=—— TAkl| 
(45) 3m r* +1) 


0 
oder wenn 
(46) hr=r 
eingeführt wird 

co 
ine „A x 1 


0 
Bei unendlicher Verdünnung wird N = 0 und der Ionenabstand 
P=coo. Trotzdem verschwindet der zweite Summand im 
Nenner des Integranden und wir erhalten !) 
4ne®T A 


1) H. A. Lorentz a.a. O. S. 503. 
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so daß (47) die Form annimmt 


oo 


1 
1+ In 


Beschäftigen wir uns zunächst mit dem Ausdrucke für o,. 
Ist « die Boltzmann-Drudesche Konstante, d.h. die Zahl, 
mit der die Temperatur zu multiplizieren ist, um die mittlere 
kinetische Energie der Teile eines mechanischen Systems zu 
ergeben, so ist!) 
(50) 


(51) 


und daher?) 


(02) 

Die Zahl N der in der Volumeneinheit enthaltenen posi- 
tiven oder negativen Ionen hängt nun aber in einfacher Weise 
mit der Konzentration 7, d. h. der Zahl der Grammoleküle im 
Kubikzentimeter zusammen. Es ist 


(53) n= 
unter my die Masse des Wasserstoffatoms verstanden. Setzen 


wir daher den Quotienten von Leitfähigkeit und Konzentration, 
die molekulare Leitfähigkeit 


(54) 
so wird 
(55) 


my, V3 rm T' 


oder um eine für die Berechnung bequemere Form zu geben: 
(56) 


1) L. Boltzmann, Gastheorie I. p.59; H. A. Lorentz, a.a.O. p.499. 
2) H. A. Lorentz a.a. O. p. 503. 


= 

h n® 4n?aT 
| | 2 
= 

V e My 
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Dividiert man beide Seiten von (49) durch n, so folgt 
(57) 


co 


1 
(58) J e dz- da NMA. 


Pa \ 
+! 


0 

Dieser Ausdruck enthält nun die Konzentration vermöge 
des Faktors N; aber auch P, der mittlere Abstand zwischen 
den 2N Ionen der Volumeneinheit, hängt mit ihr zusammen. 
Es ist nämlich 
(59) 


wo 
60) 
ist.) 
Führen wir nun ein 
(61) 


s=4nNMhl, 
also 
9n1M?m?N 
(62) 
so wird 


(63) 


(in + i) 


Aus (59) bis (62) folgt aber, daB s der dritten Potenz von u 
proportional ist, setzen wir also 


(64) = 
so ist g eine von der Konzentration unabhängige Konstante, 
und (63) läßt sich schreiben 


oo 


168) 


1) P. Hertz, Mathematische Annalen 67. p. 337 ff. 1909. 
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Diesen Ausdruck wollen wir auswerten, uns aber auf den 
Fall sehr groBer Verdiinnung, also eines sehr kleinen u be- 
schränken. Wir benutzen dazu die Beziehung 


(66) 
und erhalten 
(67) J=d,-—d,+4,, 


1 A 1 


(68) J, = | e~*2xdz, 


(69) J, = ds 


x 


Nun ist 
(71) 
Da ferner allgemein 
In (1+ y) 


<1 


ist, 80 sind, falls 
gu<l 


vorausgesetzt wird, in (70) die eckige und geschweifte Klammer 
echte Briiche, und daher ist, unter # ein echter positiver 
Bruch verstanden, 


co 


J, = 


0 
oder 

J, =tgud,. 
Somit ist 
(72) J=1—(1—dgu)J,. 


3 oo 
2 12 2 2 x 
In (5 + 1) gu (In 1) 
| a gu 
= 
: (5 + 1) 
3 
| 
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Wenn also gu sehr klein ist, was für starke Verdünnungen 
zutrifft, so ist 
(73) J=1-J, 
zu setzen. 
Es ist aber 


dx 
(74) J,=gu' fer: +24). 
0 ; 
Führen wir nun den Integralsinus 
__ feinn 
(75) 


und den Integralkosinus 
0 


(76) Ci) =— [lan 

ein, so wird }) 

(7) 4, = {| 5 — + 
und es folgt aus (57) und (73) 


Es ist aber u der dritten Wurzel der Konzentration propor- 
tional und zwar ist nach (59) bis (61) 


u” = = 


32 a’ m T® 
= m 


1) A. Enneper, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 6. p. 405. 


en 
ier a 
ee _ 2h* 
a’ ‘ 
— _ _ 
~ T* 
also 
(79) ub= An, 
wo 
| 
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Die Konstante g bestimmt sich aber aus (64) und (59) bis 
(62) zu 

alataT 
(81) 


§ 7. Vergleich mit der Erfahrung. 


Am nächsten läge es, die Konstanten g und A unserer 
Endformel aus molekularen Daten zu berechnen. Dabei hätte 
man / in (81) nach (56) durch A, auszudrücken. Dieser Weg 
erweist sich aber nicht als gangbar. Wir wissen erstens nicht, 
nach welcher von den drei Formeln (2) bis (5) wir M zu be- 
rechnen haben, kennen J’ in (56) nicht, und müssen auch mit 
der Möglichkeit rechnen, daß die Masse m durch Wasser- 
anlagerung größere Werte besitzt als dem Atomgewichte zu- 
kommt. Es bleibt dann nichts anderes übrig, als g und A 
als empirisch zu ermittelnde Konstanten zu betrachten. 


Wir setzen zur Abkürzung 
(82) vn) = + - 


Dann haben wir in der Kurve ıy(u) eine universelle Leitfähig- 
heitskurve von folgender Bedeutung: Konstruiert man für einen be- 
liebigen einwertigen Elektrolyt, die Kurve, die A,—4 als Funktion 


von Va darstellt, so muß die universelle Kurve aus ihr durch 
passende Veränderung des Maßstabes hervorgehen. 

Die erforderliche Maßstabänderung aber muß in jedem 
Falle empirisch ermittelt werden. Ehe wir daran gehen, 
wollen wir noch die üblichen technischen Einheiten einführen, 
also das Leitvermögen An in Zentimeterwiirfeln pro Ohm 
messen. Dann gilt gleichwohl 


(83) 
wo g nach wie vor durch (81) gegeben ist. 
Wir setzen 
1 
(84) 


und haben dann 


(85) vi) = 


| | 


bis 


'hig- 
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Die Konzentration wird gewöhnlich durch die Zahl der Gramm- 
ionen im Liter ausgedrückt. Bezeichnet man die so gemessene 
Größe mit e, so ist 


(86) c = 10007. 
Dann ist also 

(87) A’c, 

(88) ı 820°m, 


1000 27m’M® 

und unser Endergebnis lautet: 
3,— 3 

(89) B%-N=vwiV4 Ve} 
Die Größe Y4’ und B geben an, in welchem Maße Abszissen 
und Ordinaten der individuellen Leitfähigkeitskurve: 2, — A 
= Funktion von Ve, zu vergrößern sind, damit man die uni- 
verselle Kurve (u) erhält. 

Diese Vergrößerungszahlen und damit auch die Konstan- 
ten 4’, B können nun empirisch durch Konstruktion logarith- 
mischer Kurven und deren Verschiebungen bestimmt werden. 
Ich habe so drei Elektrolyte untersucht, nämlich Na, K, Li. 
Dabei verwandte ich das Zahlenmaterial, das in Winkelmanns 
Handbuch der Physik Bd.IV p. 398 für die Ionenbeweglich- 
keiten gegeben wurde, nur bei K wurde eine Zahl, die ein 
offenbarer Druckfehler war, nach einer Originalabhandlung 
von Kohlrausch korrigiert.!) Die in Betracht gezogenen Kon- 
zentrationen waren für Na 


x 100, x 200, x 500, 


für K und Li außerdem noch x 1000. 
Auf Grund dieses Materiales fand ich für Na 


A’ = 103.7,72, 


B= 1,24, 
fir Li 
A’= 105, 4,98, 
B = 1,275, 
fir K 
A'= 103, 3,23, 
B = 0,679. 


1) Nämlich für ¢ = 5.10‘ ist 4 nicht = 63,08 sondern = 63,67 nach 
Kohlrausch, Berliner Sitzungsber. 1900. p. 1003. 
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Mit Hilfe dieser Konstanten wurden nun die Kurven (Taf. I 
u. II) konstruiert.') Die ausgezogenen Linien stellen die theore- 
tische Kurve w(u) dar. Die Kreuze und umkreisten Punkte da- 


gegen haben als Abszissen die Größe vr Ve, und als Ordinaten 
B(i,— }), wo dem c die neun bzw. zehn oben genannten Werte 
erteilt wurden. Die Übereinstimmung darf wohl besonders bei 
Na als befriedigend gelten. Freilich stehen auch zwei Konstanten 
zu Gebote, aber es ist doch wohl bemerkenswert, daß der ganze 
Typus der Kurven I der richtige ist. Gewisse Relationen, die 
die Größen 4’, B für verschiedene Stoffe mit anderen physi- 
kalischen Konstanten dieser Stoffe auf Grund: von (2) bis (5), 
(44) befriedigen sollten, bestätigen sich dagegen nicht.?) Doch 
glaube ich nicht, daß hierin ein gewichtiger Einwand gegen 
die vorgetragene Theorie erblickt werden kann, da die er- 
wähnten Gleichungen selbst zu wenig sicher begründet sind 
und außerdem mit der Möglichkeit von Wasseranlagerung ge- 
rechnet werden muß. Hoffentlich gelingt es späteren Unter- 
suchungen, eine Entscheidung herbeizuführen. 


Heidelberg, den 13. November 1911. 


1) Zur Berechnung der Kurve y(w) dienten mir die Funktionen- 
tafeln von E. Jahnke und F. Emde 1909. S. 21. Für die Zeichnung 
der Kurven und Anfertigung der schematischen Zeichnungen dieser Ab- 
handlung bin ich Hrn. A. Portig, Bibliothekar am Physikalischen Staats- 
laboratorium in Hamburg zu großem Danke verpflichtet. Die Methode, 
nach der die Vergleichung mit der Erfahrung anzustellen ist, verdanke 
ich im wesentlichen meinem Freunde R. Gans. Bei dieser Gelegenheit 
sei auch erwähnt: Als ich vor vier Jahren die Theorie der Hyperbel- 
bewegungen auf die Elektrizitätsleitung in Metallen anwandte, aber zu 
keinen empirisch nachzuprüfenden Formeln gelangte, hat R. Gans zuerst 
meine Aufmerksamkeit auf die Ionenbewegungen gelenkt. 

2) Z.B. sollte nach (2) bis (5) und (88) A’ für alle Elektrolyte 
gleich sein. 

(Eingegangen 15. November 1911.) 
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2. Uber die Ausbreitung der Wellen 
der drahtlosen Telegraphie auf der Erdkugel’); . 
von H. W. March. 


Einleitung und Ergebnisse. 


Auf Veranlassung und unter vielfacher Unterstiitzung von 
Hrn. Prof. Sommerfeld unternahm ich die folgende Unter- 
suchung im Anschluß an seine Arbeit „Uber die Ausbreitung 
der Wellen der drahtlosen Telegraphie“.?) In dieser wurde 
der Fall der Ausbreitung der Wellen längs einer unendlichen 
Ebene vollständig behandelt, und zwar für zwei Medien von 
beliebigem Material, deren Trennungsfliche die Ebene ist. Ein 
wichtiges Ergebnis war, daß die unvollkommene Leitfähigkeit 
des Erdbodens eine neue Form der Wellenausbreitung, den 
Oberflächentypus, möglich macht. 

Die Untersuchung des entsprechenden Problems für die 
Kugel hat in der letzten Zeit verschiedene Autoren zu ver- 
schiedenen Resultaten geführt. Ein zusammenfassender Bericht 
über den gegenwärtigen Stand des Problems wurde von Hrn. 
J. W. Nicholson gegeben.*) Kürzlich haben die Herren 
Poincaré*) und Nicholson‘) Resultate veröffentlicht, die im 
wesentlichen miteinander übereinstimmen. Sie finden, daß unter 
Voraussetzung einer vollkommen leitenden Erde die Ergebnisse 


1) Auszug aus einer Münchener Dissertation. 

2) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. p. 665. 28. 1909. Für eine kurze 
Zusammenfassung und eine weitere Untersuchung der Zuverlässigkeit der 
Annahme vollkommener Leitfähigkeit vgl. auch Jahrb. d. drahtlosen 
Telegraphie 1910. 

3) J. W. Nicholson, Jahrb. d. drahtlosen Telegraphie 1910. 

4) H. Poincaré, Rendiconti Palermo. 29. 1910. 

5) J. W. Nicholson, Phil. Magazine April, Juli 1910, Jan. 1911. 
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der praktischen drahtlosen Telegraphie unerklärbar sind, da 
die Amplitude der Wellen sehr rasch (nämlich exponentiell) 
abgedämpft wird. Die Arbeit von Nicholson scheint mir aber 
nicht mathematisch einwandfrei.) Auch der Poincaréschen 
Arbeit, deren Einzelheiten sich sehr schwer kontrollieren lassen, 
kann ich in ihren Resultaten nicht beistimmen. 

In diesen Arbeiten wurde die elektrische bzw. magnetische 
. Kraft durch Reihen nach Kugelfunktionen dargestellt, deren 
Summation erhebliche Schwierigkeiten darbietet. Der Grund 
dafür ist, daß die Koeffizienten Zylinderfunktionen oder ver- 
wandte Funktionen in solcher Zusammensetzung enthalten, 
daß die Glieder, deren Indizes nahezu gleich dem sehr großen 
Argument sind, einen nicht vernachlässigbaren Beitrag zur 
Gesamtsumme liefern. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, 
wird im folgenden eine Integraldarstellung?) einer willkürlichen 
Funktion nach Kugelfunktionen benutzt, die es uns ermöglicht, 
das Problem sowohl einfacher wie strenger zu lösen. 

In dem ersten Kapitel wird das elektromagnetische Feld 
einer vertikalen Antenne durch ein Potential dargestellt, welches 
als eine Lösung der Differentialgleichung 


unter geeigneten Grenzbedingungen bestimmt wird. Dann wird 
die erwähnte Integraldarstellung benutzt, um die Potentiale in 
den verschiedenen Gebieten des Feldes durch Integrale dar- 
zustellen, insbesondere für den Grenzfall unendlicher Leitfähig- 
keit mit Sender und Empfänger auf der Erdoberfläche. Für 
nicht zu kleine Entfernungen vom Sender wird der Integral- 
ausdruck für den Fall des vollkommenen Leiters in Kapitel II 
durch eine Annäherungsformel dargestellt.?) Dabei waren außer 
der bekannten Annäherungsformel für die Kugelfunktion nament- 


1) In meiner Dissertation habe ich zwei Punkte seiner Arbeit ge- 
nauer bezeichnet, die mir unrichtig bzw. unbewiesen scheinen. Vgl. Diss. 
Kap. IV. $5 (bei B. G. Teubner 1910). 

2) Wegen des Beweises derselben vgl. meine Dissertation Kap. II 
oder Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 20. p.353. 1911. 

8) Wegen des strengen Beweises derselben wolle man Kap. IV der 
Dissertation nachlesen; in der vorliegenden Darstellung sind die rein 
mathematischen Erörterungen nach Möglichkeit unterdrückt. 
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lich die von Hrn. P. Debye?) abgeleiteten asymptotischen Dar- 
stellungen der Zylinderfunktionen bei großem Argument zu 
benutzen. 

Der so gefundene Ausdruck für das Potential stimmt nicht 
mit den Resultaten von Poincaré und Nicholson überein. 
Er zeigt keineswegs eine exponentielle Abdämpfung mit dem 
Abstand vom Sender, sondern nur eine durch den Faktor 
1/Y0sin® bedingte, wo 6 der Winkelabstand des Beobach- 
tungsortes vom Sender ist. Dadurch kommt ein Oberflächen- 
wellencharakter der Ausbreitung in unserer Formel klar zum 
Ausdruck. Es scheint daher, daß die Erdkrümmung gerade 
durch diese oberflächenhafte Ausbreitung der Wellen über- 
wunden wird. 

Interessant ist auch die Tatsache, daß für Werte von 9 
etwas größer als 2/2 die Amplitude allmählich steigt. Dies 
deutet auf die Existenz eines bei oberflächenhafter Ausbreitung zu 
erwartenden scheinbaren Gegenpols im Punkte 6 = a, der von 
geringerer Intensitätsordnung wie der primäre Senderpol ist. 

Der Fall unvollkommener Leitfähigkeit ist noch nicht 
diskutiert worden, obwohl die Integrale für diesen Fall an- 
gegeben sind. 

Durch diese Untersuchung glauben wir die tatsächlichen 
Erfolge der drahtlosen Telegraphie in der Überwindung der 
Erdkriimmung der Hauptsache nach erklärt zu haben. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeine Lösung in Integralen. 
$ 1. Die Differentialgleichung des Problems. 
Wir schreiben für periodische Zustände mit der Perioden- 


zahl wm in 2a” sec. die Maxwellschen Gleichungen für die 
elektrische und magnetische Feldstärke?), 


E=R[Lei4, 


1 
= 


1) P. Debye, Math. Ann. 67. p. 535. 1909. Sitzungsber. d. Kgl. 
Bayr. Ak. d. Wiss. Miinchen 1910. 
2) R bedeutet den reellen Teil der eingeklammerten Größe. 
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der praktischen drahtlosen Telegraphie unerklärbar sind, da 
die Amplitude der Wellen sehr rasch (nämlich exponentiell) 
abgedämpft wird. Die Arbeit von Nicholson scheint mir aber 
nicht mathematisch einwandfrei.) Auch der Poincaréschen 
Arbeit, deren Einzelheiten sich sehr schwer kontrollieren lassen, 
kann ich in ihren Resultaten nicht beistimmen. 

In diesen Arbeiten wurde die elektrische bzw. magnetische 
. Kraft durch Reihen nach Kugelfunktionen dargestellt, deren 
Summation erhebliche Schwierigkeiten darbietet. Der Grund 
dafür ist, daß die Koeffizienten Zylinderfunktionen oder ver- 
wandte Funktionen in solcher Zusammensetzung enthalten, 
daß die Glieder, deren Indizes nahezu gleich dem sehr großen 
Argument sind, einen nicht vernachlässigbaren Beitrag zur 
Gesamtsumme liefern. Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, 
wird im folgenden eine Integraldarstellung?) einer willkürlichen 
Funktion nach Kugelfunktionen benutzt, die es uns ermöglicht, 
das Problem sowohl einfacher wie strenger zu lösen. 

In dem ersten Kapitel wird das elektromagnetische Feld 
einer vertikalen Antenne durch ein Potential dargestellt, welches 
als eine Lösung der Differentialgleichung 


All+ IT=0 


unter geeigneten Grenzbedingungen bestimmt wird. Dann wird 
die erwähnte Integraldarstellung benutzt, um die Potentiale in 
den verschiedenen Gebieten des Feldes durch Integrale dar- 
zustellen, insbesondere für den Grenzfall unendlicher Leitfähig- 
keit mit Sender und Empfänger auf der Erdoberfläche. Für 
nicht zu kleine Entfernungen vom Sender wird der Integral- 
ausdruck für den Fall des vollkommenen Leiters in Kapitel II 
durch eine Annäherungsformel dargestellt.?) Dabei waren außer 
der bekannten Annäherungsformel für die Kugelfunktion nament- 


1) In meiner Dissertation habe ich zwei Punkte seiner Arbeit ge- 
nauer bezeichnet, die mir unrichtig bzw. unbewiesen scheinen. Vgl. Diss. 
Kap. IV. $5 (bei B. G. Teubner 1910). 

2) Wegen des Beweises derselben vgl. meine Dissertation Kap. II 
oder Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung 20. p.353. 1911. 

3) Wegen des strengen Beweises derselben wolle man Kap. IV der 
Dissertation nachlesen; in der vorliegenden Darstellung sind die rein 
mathematischen Erörterungen nach Möglichkeit unterdrückt. 
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lich die von Hrn. P. Debye?) abgeleiteten asymptotischen Dar- 
stellungen der Zylinderfunktionen bei großem Argument zu 
benutzen. 

Der so gefundene Ausdruck für das Potential stimmt nicht 
mit den Resultaten von Poincaré und Nicholson überein. 
Er zeigt keineswegs eine exponentielle Abdimpfung mit dem 
Abstand vom Sender, sondern nur eine durch den Faktor 
1/Y0sin® bedingte, wo 6 der Winkelabstand des Beobach- 
tungsortes vom Sender ist. Dadurch kommt ein Oberflächen- 
wellencharakter der Ausbreitung in unserer Formel klar zum 
Ausdruck. Es scheint daher, daß die Erdkrümmung gerade 
durch diese oberflächenhafte Ausbreitung der Wellen über- 
wunden wird. 

Interessant ist auch die Tatsache, daß für Werte von 9 
etwas größer als 2/2 die Amplitude allmählich steigt. Dies 
deutet auf die Existenz eines bei oberflächenhafter Ausbreitung zu 
erwartenden scheinbaren Gegenpols im Punkte 6 = a, der von 
geringerer Intensitätsordnung wie der primäre Senderpol ist. 

Der Fall unvollkommener Leitfähigkeit ist noch nicht 
diskutiert worden, obwohl die Integrale für diesen Fall an- 
gegeben sind. 

Durch diese Untersuchung glauben wir die tatsächlichen 
Erfolge der drahtlosen Telegraphie in der Überwindung der 
Erdkrümmung der Hauptsache nach erklärt zu haben. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeine Lösung in Integralen. 
$ 1. Die Differentialgleichung des Problems. 


Wir schreiben für periodische Zustände mit der Perioden- 
zahl w in 2a sec. die Maxwellschen Gleichungen für die 
elektrische und magnetische Feldstärke?), 

(1) 
= 


1) P. Debye, Math. Ann. 67. p. 535. 1909. Sitzungsber. d. Kgl. 
Bayr. Ak. d. Wiss. Miinchen 1910. 
2) R bedeutet den reellen Teil der eingeklammerten Größe. 
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in rationellen Heavisideschen Einheiten ausgedrückt, in der 
Form:?) 


(2) 


=— rot £, 
| 


E=rotH. 
e 

Mit den Abkürzungen 

(2a) 


ce c 

nehmen diese Gleichungen die Form an: 

yH=-rotE, 

BE=rotH. 

Wir führen Kugelkoordinaten r,6,g ein und nennen die 
entsprechenden Komponenten von E: R, 7, # und die von 
H: P, ©, ®. Statt (3) haben wir dann die folgenden sechs Kom- 
ponentengleichungen: 


yP=— (5, rsindF— 


r?sin®# \06 


(3a) - 5, rsinöF), 


r sin d 


(3) 


rT 


PR= (3% rsind® — 570). 


r? sin? 6 


Nun betrachten wir einen Sender $ (Fig. 1) im Abstande 5 von 
dem Mittelpunkte einer homogenen Kugel aus beliebigem Ma- 
terial und vom Radius a. Zuerst setzen wir voraus, daßBb >a 
ist. Wir nehmen eine vertikale Antenne in 8, die wir als einen 
schwingenden Dipol auffassen. Aus der Symmetrie des Feldes 
folgt, daß die g-Komponente, /, der elektrischen Feldstärke Z 
verschwindet. Auch daß für alle Komponenten 0/0 g = 9. 


1) u = Permeabilität, « = Dielektrizitätskonstante, oe = Leitfähigkeit, 
e = Lichtgeschwindigkeit. 


— 

| 

6 

| 

Ar 

de: 
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Daraus folgt nach (3a), daB P=0, 9=0 sind. Statt der 
Gleichungen (3a) und (3b) haben wir dann: 


(4a) F=0, P=0, 6=0. 


(4b) BR = 8nd ®, 


Wir setzen mit P. Debye, dem wir auch’in der Wahl 
der Bezeichnung A, F, T usw. gefolgt sind: 


, oll 
6) =p. 
Dann hat man: 


a al 


(5) und (6) in die erste Gleichung (4b) eingesetzt, ergibt: 
By 06 * 86 r sind 96 


1) P. Debye, ,,Lichtdruck auf Kugeln von beliebigem Material.“ 
Ann. d. Phys. 30. p. 62. 1909. Wir bemerken auch, daß von den zwei 
Potentialen, die bei Debye vorkommen, eines, IZ,, in unserem Falle wegen 
der Symmetrie verschwindet. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 37, 3 
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Oder was dasselbe ist: 


=0, 


1 @rit 1 II 

> an + 90 

den üblichen Laplaceschen Differentialparameter bedeutet, und 
2 

(2) 

ist. In Übereinstimmung hiermit werden wir JJ durch die 

Differentialgleichung bestimmen: 

(8) 

Durch die Indizes z, a bezeichnen wir, daß die betreffende 
Größe innerhalb oder außerhalb der Kugel zu nehmen ist. 
Dann haben wir statt (8) die Differentialgleichungen für das 
innere und für das äußere Gebiet zu schreiben: 

IT =0 
Die Feldkomponenten ®, R, 7 sind bestimmt, wenn diese 
Gleichungen unter geeigneten Randbedingungen gelöst sind. 
Aus der Stetigkeit der tangentiellen Komponenten an der 
Trennungsfläche zweier Medien finden wir die Randbedingungen. 
| 1, = T, 
Die Lösung der Gleichung (8), die einer punktförmigen 
Energiequelle entspricht, lautet: 


(9) 


(10) 


Ir=a. 


(11) 


wo R der Abstand von der Erregungsstelle ist. Durch solch 
eine punktförmige Quelle denken wir uns den Sender schema- 
tisch dargestellt wie in der Sommerfeldschen Arbeit.) 
Gleichung (11) gibt dann das Potential des „primären Feldes“, 
d. h. des Feldes eines Senders in einem homogenen Medium. 
Im Falle eines Senders außerhalb einer Kugel denken wir 


1) A. Sommerfeld, l.c. p. 679. 
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uns das ganze Feld als die Summe von einem solchen primären 
Feld und einem „Streufeld‘“, dessen Potential als ein Integral 
über partikuläre Lösungen von (9) dargestellt wird. 


$ 2. Die partikulären Lösungen von (9). 
Um diese partikulären Lösungen zu finden, setzen wir in (9) 
(12) I = f(r) F(6). 
Wir erhalten für die Funktionen f und F, die Differential- 
gleichungen: 


sind dé 


Eine Lösung von (14) ist P, (cos 6), die Legendresche 
Kugelfunktion der Ordnung «. Wenn wir in (13) 9 =hkr, 
z=YVof setzen, erhalten wir die Besselsche Gleichung: 

ad 9 ): 
Deshalb ist: 


(14) 


sin 6 +a(e+1)F=0. 


z = Const. C, (0), 


wo C,,1,(0) eine Zylinderfunktion der Ordnung @ + !/, ist. 
Dann ist 
f = Const. (k r)=" C, +! (k r) . 


Wir definieren mit P. Debye:?) 
(15) v(kr)=rf= (kr), 


wo J.+:, die gewöhnliche Besselsche Funktion ist; und 


wo H,,,, die zweite Hankelsche Funktion ist. Der Zu- 
sammenhang dieser Funktion mit den Besselschen Funktionen 
ist durch die folgende cea gegeben: 
(16) (2) = — (eier J (z) —J_, (2). 


sına: 


1) P. Debye, Ann. d. Phys. 30. p. 65. 1909. 
2) N. Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen. p. 17. 
3* 
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w, (kr) verschwindet fir r= 0, «>— !/,, während (kr) 
im Unendlichen der negativ imaginären Halbebene des Argu- 
ments verschwindet. Da wir stets den Zeitfaktor ei»! in Ge- 
danken zu ergänzen haben, stellt ¢ (kr) nach dem Unendlichen 
forteilende Wellen dar. Als partikuläre Lösungen von (9) haben 
wir dann, entsprechend der Gleichung (12), die zwei Produkte: 


| vr r) P, (cos 6) 
(17) 
| zen (cos 6) . 


$ 3. Integraldarstellung des primären Potentials e'*«®/R. 


Um geeignete Ansätze für das Gesamtpotential, die Summe 
der Potentiale des primären Feldes und des Streufeldes zu 
machen, stellen wir zuerst das Potential des Feldes e-‘*.#/R 
durch ein Integral nach Legendreschen Funktionen dar. In 
der Dissertation‘) wird die folgende Integraldarstellung einer 
Funktion f (0) gegeben: 


a 


(18) f (6) = fade (cos 6) f (7) Sa», (cos 7) 7 dz , 
0 


0 
wo 


(19) S, (cos 7) = (a + })ncosy/2 + n 2 (cosy — cos §)}"/2 


ist. S,(cosy) ist also eine Funktion, die für ganzzahliges a 
mit P (cos 7) übereinstimmt, da bei ganzzahligem « 
P (cos 7) = 2 * sine + 


mJ {2(cosy — cos 
Y 
Im allgemeinen gilt aber die Formel: 


(cos 7) = n { {2 (cos y — cos 
(20) oo 
4 gy 
— cos(@ + {2 (Cojo + cos 
1) Kap. II. Vgl. auch Jahresbericht der deutschen Mathematiker- 
Vereinigung |. c. 
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Trotzdem stimmen 8 (cosy) und P (cosy) für großes « im 
ganzen Intervall (0, 7) mit Ausnahme der Umgebung des 
Punktes y = a annäherungsweise überein, da beide annäherungs- 
weise durch 


2 f sina + 
}2leosy — cos 
r 


ausgedrückt werden können. Der Einfluß der Umgebung des 
Punktes y = a wird durch den Faktor siny im Integranden 
in (18) aufgehoben: Für das Folgende ist es bequem, in dem 
Integral (18) «— 4 durch @ zu ersetzen. Dann hat man: 


21) (6) = fle + P, (cos) | 8, (cosy) siny dy. 


Hiernach ist (vgl. Fig. 1) mit 
R= yo? +r?—26rcosé = R(r, 4) 


im Intervall!) (0, m), wenn r + 6: 
R(r, ©) 
(22) oo 
- [« + (cos 0) 


— 0 


—ik, R(r, y) ; 
R(r,y) 8. (cos 7) sin y dy . 
In der Tat gilt diese Darstellung auch für r =, voraus- 

gesetzt nur )< @< a. Definieren wir noch für r < 5: 


R(r,y) 
(23) (7,6) = br (cos 7)siny dy, 


so wird die gesuchte Integraldarstellung des primären Feldes 
nach (22): 

R 1 

(24) fe + 4) da P, (cos 6) (r, b). 


oo 


In der Definition (23) haben haben wir r < 5 vorausgesetzt. 
Im Falle r > 5 schreiben wir g, (b,r) statt ~,(r, b). 


1) Die Darstellung (18) bzw. (21) gilt im Intervall (0, 1) mit Aus- 
nahme des Punktes 6 = rn. Vgl. Dissertation. 
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$4. Ansätze für das Potential in den verschiedenen Gebieten. 
Sender außerhalb der Erde. 


Mit dem Sender im Abstand 5 vom Kugelmittelpunkt 
(6 >a = Kugelradius) werden wir das Potential im Aufpunkte P 
(Fig. 1) mit den Koordinaten (r, 6) als ein Integral über parti- 
kuläre Lösungen der Gleichungen (9) darstellen, und zwar für 
die drei Bereiche: 


Das Potential 77, des Streufeldes in den Gebieten (1) und 

(2) und das Gesamtpotential /Z, im Gebiete (3) stellen wir durch 
Integrale ähnlich wie (24) dar, indem wir in dem Integral 
für IZ, statt 


(cos 6) 
die partikuläre Lösung der Differentialgleichung (9) 
Lu kur) 
P, (cos - 


multipliziert mit einer zu bestimmenden Funktion A(«), in dem 
Integral für 77, die partikuläre Lösung 


P, (cos 6) 9, 


multipliziert mit der Funktion B(«) setzen. Also: 


I, | (@ + Pde P,(cos 6) (h, 7) 


im Gebiete (1) oder (2); 


I, = f (a + }da (cos 6) B(«) w, (k,r) 


im Gebiete (3). 


Daß wir im Gebiete (1) nur die Funktion £ (4,7), im Gebiete (3) 
nur die Funktion w,(k,7) ansetzen, ist dadurch notwendig ge 
geben, daß im Unendlichen von (1) die Wellen von fort 
schreitendem Charakter sein müssen und daß im Punk 

r=0 des Gebietes (3) keine Unendlichkeit vorkommen dart 


| 
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Daß wir im Gebiete (2) mit demselben Ansatz wie im Ge- 
biete (1) rechnen, d. h. dieselbe Funktion A(«) als Koeffizient 
benutzen und keine Glieder mit w,(k,r) hinzufügen, wird 
durch die Stetigkeit des Feldes an der Grenze zwischen (1) 
und (2) gefordert. 

Man hat dann für 77, und /Z,, d.h. für die Gesamt- 
potentiale in den Gebieten (1) und (2), die folgenden Aus- 
drücke: 


(26) 


wo der Index 1 bzw. 2 bei e-‘*.#/R bedeutet, daß in dieser 
Funktion r > 4 bzw. r< 5 zu nehmen ist. 


Ausführlicher geschrieben haben wir als Integralausdrücke 
für die drei Potentiale JZ,, /7,, ZZ, in den drei Gebieten: 


IL = f (« + 4)da P, (cos (0,7) + 


IT, + 3) da (cos 6) 2 b) + A(@) (he r)) 


I, = + (cos 6) Bla) (kr). 


"Ns 


Wir haben zur Bestimmung von A(«) und B(«) die Be- 
dingungen (10), die erfüllt sind, wenn: 


8; 11, = Tl, 


(28) Or) _ drin | r=a, 


Or Or 
das heißt: 
B;w,(h,a) Bla) = P,p,(a,b)+ Ale), 


(29) 


wo 


=a 
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ist. Daraus folgt: 
Ale) = — (hi) — Wa (hie @) Pa’ (a,b) 
Bi Kea Wa (leg @) (ku a) — Ba ki Ya @) bq (kaa) 
Bla) = Ba [ha i,’ (ha a) Pa (a, b) oF (ka a) Pa ‘(@, b)] 
Wa (he a) (ka — Ba Wa’ (hee a) (ka a) 
Diese Ausdrücke fiir A(«) und B(«) in (27) eingesetzt, geben 
uns die allgemeine Lösung des Problems für den Fall eines 


Senders außerhalb einer Kugel aus beliebigem Material. 


(30) 


§ 5. Der Grenzfall vollkommener Leitfähigkeit. 


Um die Grenzwerte der Potentiale im Falle eines voll- 
kommenen Leiters zu finden, schreiben wir A(«) in der Form: 


8, k; (ki a) 
1 Pa vad b)- Bi a Pu (a b) 


40)= kula (ka) Bakı Wa’ (he @) (ka @) 


Bilin Wa (ki@) (a @) 
Bei unendlicher Leitfähigkeit der Kugel (d. h. bei lim 7, = 00) ist 


lim * = 

o,=00 fi 

(vgl. (2a) und (7)), während yw,’ (k,a)/w,(A,@) für unendlich 
wachsendes komplexes Argument endlich bleibt. Nach (23) 
sind g,(a,4) und @,’(a,5) endlich. Folglich nehmen die Funk- 
tionen A(«) und B(«) für den Grenzfall vollkommener Leit- 


fähigkeit die einfachen Formen an: 
(31) 


II,, das Potential im äußeren Gebiet, reduziert sich für 
den Fall vollkommener Leitfähigkeit auf: 


82) IT, = f + deP, (cos 0) (0,7) al 
In diesem Ausdruck setzen wir r==a, d.h. wir nehmen 
an, daß Sender und Empfänger sich auf der Erdoberfläche 


befinden. Dann ist: 


(83) 1, = + P)deP, (cos 6) {y, (2,2) — bel a} 


40 
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Es ist zu bemerken, daß in diesem Falle 77 eine Funk- 
tion der einzigen Variabeln # ist. Nach der Definition der 
Feldkomponenten #, 7, ® (Gleichung (5) und (6)), lassen sich 
aus J7, durch Differentiation nach 0, die normale elektrische 
Kraft 2 und die magnetische Kraft ® berechnen. Die tan- 
gentiale Komponente 7’ der elektrischen Kraft ist gleich Null 
auf der Oberfläche eines vollkommenen Leiters. 

Es ist Aufgabe des folgenden Kapitels, den Annäherungs- 
wert des Integrals (33) zu bestimmen. 


Zweites Kapitel. 


Diskussion der Integrallösung für den Fall vollkommener 
Leitfähigkeit. 


$ 1. Die Funktion y,(r,b). 


Um den Wert des im ersten Kapitel abgeleiteten Inte- 
grals (33) zu finden, welches das Potential auf der Erdober- 
fläche für den Fall vollkommener Leitfähigkeit darstellt, be- 
nötigen wir einen Ausdruck für 


_ ik, R 
(34) = br 

in bekannten Funktionen. Dieser ist leicht zu erhalten, wenn 


« ganzzahlig =n ist, da das Integral in diesem Falle wird: 


$ (cos y) sin y dy 


(35) 


Dies ist nichts anderes als 2/(2-+1)mal dem Koeffizient von 
P,(cos y) in der bekannten!) Entwicklung von e~‘*.”/R nach 
Kugelfunktionen. Hiernach ergibt sich bei ganzzahligem a: 


(36) — FE, Walkers <b, 


87) = — (hat), 


-a 


Wegen der nahen Verwandtschaft von $,(cosy) mit P, (cos y) 
führen wir den Ausdruck (36) bzw. (37) als einen Annäherungs- 


~ — 


1) E. Heine, Handb. d. Kugelfunktionen 1. § 85. Gleichung (57). 
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wert für alle Werte von « in (32) ein. In der Dissertation’) 
wird gezeigt, daß für ein hinlänglich großes a (a = Erdradius) 
der auf diese Weise berechnete Wert eine gute Annäherung 
an den Wert des Integrals (33) gibt. Dies ist plausibel aus 
dem Grunde, weil $,, P, und 


a J }2(costy — cos £)}'/2 


alle dieselbe Annäherungsformel haben für große Werte von a, 
auf die es bei großem A a allein ankommt, unabhängig von 
dem ganzzahligen oder nicht ganzzahligen Charakter von « 
(k,a für eine Wellenlänge von 2km und a, gleich dem Erd- 
radius, ist ungefähr 2- 10%). 


§ 2. Angenäherte Berechnung des Potentiales J/,. 


a) Vereinfachung des Integrals. 


Nach Einführung des Ausdrucks (36) bzw. (37) für ¢, (a,b) 
in (32) nimmt /Z, die Form an: 


| =- 4) da P_ (cos 6) 


(40) 
a (ka @) 
iv. (A, r) (ka a) (ka r)} (k, b). 


Für den Fall, daß Sender und Empfänger beide auf der Erd- 
oberfläche sind, hat man: 


(a + (cos) 
an) 


Wa (ka a) (ka a) (ka a) (ka a) bad 
Wir können den Zähler im Integranden vereinfachen, indem 
wir bemerken, daß w,(k,r) und £,(k,r) Lösungen der Diffe 
rentialgleichung (13) sind und infolgedessen 

(har) — = Const. 
ist. Die Ausrechnung ergibt: 


1) Kap. 4 § 3. 


4 
co 
4 


Ausbreitung der Wellen der drahtlosen Telegraphie. 
Deshalb reduziert sich (41) auf: 


be (ka 
(42) J (« + 4) de P, (cos 6) 2. 
Für das Folgende wird es einfacher sein, k,a = o zu setzen. 
Dann ist: 


2k. 
+ 
Wenn man «+4 durch « ersetzt, hat man: 


(44) 4 ada P,_»,(cos 
0 


(43) 


(e) 


b) Annäherungsformeln für £,_',(e) und £, (g). 
Verlegung des Integrationsweges. 


Wir suchen einen Annäherungswert des Integrals (44), 
indem wir Annäherungsformeln für 


und P,_:,(cos 0) 


einführen. Die Formeln für &,-,,(0) und &-:,(o) sind aus 
denen für 4 ®(o) direkt zu erhalten, da« 


(0) = Const. Ve H,® (0) 


ist. Die im folgenden benutzten Annäherungsformeln für 
H,® (e) wurden von Hrn. P. Debye abgeleitet.) Für reelles 
@<o, o>1 ist nach diesen Formeln?): 


@ fo— 7/4) 
(0) = e~ f+ 2/4) (sin ; 


wo t, der durch die Gleichung 


cost, = 


1) P. Debye, Math. Ann. 67. p. 535. 1909; Sitzungsber. d. k. Akad. 
d. Wiss. Miinchen 1910. 

2) Man kann diese Formeln leicht aus den Debyeschen Formeln 
für H,*(g) ableiten. Man findet sie auch in einer Abhandlung von Hrn. 
P. Debye, Ann. d. Phys. 30. p. 119. 1909. 
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definierte Winkel (Näheres bei Debye, 1. c.) und 
fo = Sint, — T, cos T, 


ist. Nach (45) ist annäherungsweise für Werte von «<o: 


ig 

Aber für @ nahezu gleich o gilt diese Formel nicht mehr 
und muß durch eine andere ersetzt werden. Für a>o gilt 
wieder (46). 

Wenn also der Integrationsweg die ganze reelle Achse 
ist, müssen wir drei verschiedene Fälle unterscheiden: « < o, 
« nahe gleich o, und «>o. Die hier nicht angegebene 
Formel für @ nahe gleich o ist für Integrationszwecke nicht 
sehr bequem. Auf einem Weg 0MWNoo (Fig. 2) hingegen, 


J 

0 HZ \K N 
p 

° Fig. 2. 


dessen erster Teil OMN aus einem Halbkreis mit Mittelpunkt 
in P(«= 0) und Radius gleich o besteht, ist dieselbe An- 
näherungsformel für den ganzen Weg anwendbar. Wir er- 
setzen also das Integral über den Weg O PN (Fig. 2) durch 
ein solches über den Weg OMN. Dabei wird angenommen, 
daß keine Singularitäten des Integranden innerhalb des Halb- 
kreises vorhanden sind.’) Da wir jetzt die Nähe des Punktes 
«=o vermieden haben, gilt?) auf dem ganzen Integrations- 
wege die Formel (46) und wir erhalten daher: 


VE 


Man kann den Weg 0M Noo beliebig verlegen, solange man 


1) Dissertation Kap. IV § 4. 
2) Näheres in der Dissertation Kap. IV. § 2, b. 
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keine Singularitäten ) des Integranden überschreitet. Also 
wählen wir statt OMN den Weg OHJKN, wo HJK ein 
kleiner Halbkreis mit Radius s um den Punkt P(@ =o) ist. 
Den letzteren fügen wir nur hinzu, um nicht in ein falsches 
Blatt der Verzweigung Yo?—.«? zu kommen. Der Wert des 
Integrals über YJK ist natürlich mit e verschwindend klein. 
Folglich im Limes & = 0: 
20 


a 
(48) f Ve- P,-1), (cos 6) da = Po-v, (cos 6) da. 
OMN 0 
(48) in (47) eingesetzt, ergibt: 


co 


(49) I =- f P,_1, (cos 6) da. 


e) Einführung der Annäherungsformel für Pa—1, (cos 6) und 
Berechnung des resultierenden Integrals. 


Um dieses Integral annäherungsweise zu berechnen, er- 


setzen wir P,_ı, (cos0) durch seine Annäherungsformel für 
großes «. Es gilt nämlich?) für Werte von 6 nicht nahezu 
gleich Null und x: 


(50) P.-ı, (cos 0) = — cos («0 — 2/4). 
Ve asin 6 


Man iiberzeugt sich leicht, daB man diesen Wert in (50) bei 
großem o auch für kleines @ einsetzen darf, da für großes o 
die Umgebung der Stelle «= 0 einen vernachlässigbaren Bei- 
trag zum Gesamtwerte des Integrals liefert, gleichviel ob die 


1) Es ist vielleicht nicht überflüssig zu bemerken, daß essich hier 


nicht mehr um die Singularitäten des früheren Ausdruckes ul) 


, 


(@) 
sondern nunmehr um die der Funktion ög/Yg’—«? handelt. Der Uber- 
gang von der reellen Achse zum Halbkreis war nötig, um diese An- 
näherungsfunktion einzuführen. Nachträglich steht jetzt nichts im Wege, 
nach der reellen Achse zurückzugehen. 

2) Vgl. z.B. Jahnke u. Emde, Funktionentafeln p. 81. 
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in « oszillierende Funktion « P,_:,(cos 6), oder die ebenfalls 
oszillierende Funktion 


V: 
cos 6 — n/4) 


im Integranden steht. Wegen des Faktors 1/)o?—«? liefert 
in beiden Fällen die Umgebung der Stelle «=o den Haupt- 
beitrag zum Werte des Integrals, und aus demselben Grunde 
wird der Einfluß der Umgebung der Stelle «= 0 um so kleiner, 
je größer o angenommen ist. Folglich hat man als gute An- 
näherung für (49) 


61) = 608 (a 0 — 2/4) du. 


Wir schreiben: 


J= —— cos (a — 2/4) d 


Hier setzen wir «—o=n und erhalten: 


J= n/4] 7; 


Folglich: 


i2y2 J Vitnize Via 


42 LESER Va 


Den Hauptbeitrag zum Werte dieser Integrale liefert die Um- 
gebung der Stelle „= 0. Deshalb hat man bei großem o als 
Annäherungswert für J: 


i2y2 i2y2 Va 


Die auftretenden Integrale sind bekannt. Das erste ist gleich 
Null, da der Integrationsweg von 7, ebenso wie der von @ in 
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Fig. 2, den Verzweigungspunkt 7 =0 in der positiv-imaginären 
Halbebene umgeht, also ins Unendliche dieser Halbebene 
hinübergezogen werden kann, wo ei”® verschwindet. Das 
zweite Integral ist gleich dem doppelten Integral über die 
negativ-imaginäre Achse und läßt sich auf Z'(/,) = Ya zurück- 
führen. Es ergibt sich: 


(52) ie®, 


Dieser Annäherungswert von J in (51) eingesetzt ergibt für J7, 
den Ausdruck: 


(53) IT, =» 


oder, indem wir k,a = o wieder einführen: 


2 1 
a Vosin 


Für Punkte der Erdoberfläche ist dies der angenäherte Aus- 
druck des Potentials für den Fall eines Senders auf der Ober- 
fläche der als vollkommen leitend gedachten Erde. Dabei darf 6 
nicht zu klein und auch nicht zu nahe gleich a genommen 
werden, da in der Ableitung die Annäherungsformel der Kugel- 
funktion benutzt wurde. 

In der Ableitung dieser Formel wurde angenommen, daß 
keine Singularitäten des Integranden von (44) in dem Halb- 
kreis O MN (Fig. 2) vorhanden sind. In der Dissertation!) 
wird unter Benutzung von Annäherungsformeln für die Zylinder- 
zu. gezeigt, daß keine Singularitäten der Funktion 

-,(0)/£a-:,(0) in diesem Halbkreis liegen außerhalb eines 
eine um den Punkt @ = o, auf welchem | — o| nicht zu 
klein ist, und auch daß keine innerhalb eines sehr kleinen 
Kreises um denselben Punkt @ = o liegen können. Zwischen 
diesen zwei Kreisen liegt ein Gebiet, dessen Untersuchung auf 
mathematischem Wege mir nicht gelungen ist. Es wird aber 
gezeigt, daß die einzigen Singularitäten, die vorkommen können, 
einfache Pole sind und daß die Residuen in diesen Polen von 
solcher Form sind, daß sie einen exponentiellen Zuwachs des 


aß, 


Il, = 


1) Kap. IV. § 4. 
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Feldes mit zunehmendem Abstand vom Sender bedingen würden, 
Ein derartiges Verhalten ist natürlich aus physikalischen Grün- 
den auszuschließen. Man schließt daher, daß die Verlegung 
des Integrationswegs in (47) erlaubt war und daß (54) eine 
gute Annäherung des Integrals (44) darstellt. 


$5. Diskussion des Resultates. 


Unser Ausdruck (54), der das Potential!) für den Fall voll. 
kommener Leitfähigkeit gibt, zeigt nicht den raschen Abfall 
mit dem Abstand vom Sender, den sowohl Poincaré wie 
Nicholson gefunden haben. Bei diesen Autoren ist der Ab- 
fall der Wellenamplitude durch einen Faktor e-(const) «,«9", statt 
durch 1/Y @sin@ dargestellt. Bei einem so raschen Abfall wie 
dem durch e-(const)®, a9; bedingten, wären die Ergebnisse der 
drahtlosen Telegraphie unerklärlich. Dagegen scheint die 
Formel (54) eine genügende Erklärung zu geben. 

Wir können die Natur der Ausbreitung nach Formel (54) 
anschaulich machen, indem wir sie in der Form schreiben: 


Va6 Yasind 
Die Änderung der Amplitude ist also durch zwei Faktoren?) 
bedingt. Der eine, 1/ Va6, ist gleich der reziproken Quadrat- 
wurzel des sphärischen Abstandes des Aufpunktes vom Sender. 
Der andere, 1/Yasin 9, ist gleich der reziproken Quadratwurzel 
des Radius des Breitenkreises durch den Aufpunkt. Der letztere 
Faktor gibt die Änderung der Amplitude des Feldes im Falle 
reiner Oberflächenwellen auf der Kugel. Bei solchen Wellen 
geht dieselbe Energie durch jeden Breitenkreis. Also müßte 
die Energie wie 1/asin@ abnehmen. Deshalb würde die Am- 
plitude des Feldes sich wie 1//asin@ ändern. In dem von 
Sommerfeld behandelten ebenen Falle beträgt die Ampli- 


1) Unter Benutzung der Gleichungen (5) und (6) überzeugt man 
sich leicht, daß auch die Feldkomponenten ® und R, von konstanten 
Faktoren abgesehen, durch (54) annäherungsweise gegeben sind. 

2) Der konstante Faktor 2 entspricht der Spiegelwirkung unserer 
vollkommen leitenden Erde, der zufolge unser ZZ, in der Nähe von 9=0 
in das Doppelte des primären Potentiales (11) übergeht. Vgl. hierzu 
H. von Hörschelmann, Diss. München 1911. p. 18. 
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tudenabnahme der Oberflächenwellen 1/Yr, wo r den linearen 
Abstand vom Sender bedeutet. Der erste Faktor bedingt einen 


ng Abfall der Amplitude, der allerdings für größere Abstände 

ne nicht sehr rasch ist. Z. B. ist der Wert von 1/ya® für 
6 = 150° gleich !/, des Wertes fir 6= 6°. Wir schließen, 
daß die Wellen der drahtlosen Telegraphie zwar den Ober- 
lächentypus haben, aber nicht reine Oberflächenwellen sind. 

il. Zu der Anderung der Amplitude, die den Oberflächenwellen 

all eigen ist, tritt eine durch den Faktor 1/Ya® bedingte Ab- 

id nahme hinzu. Die letztere ist aber für größere Abstände ver- 

he hältnismäßig gering. 

att In Fig. 3 ist die — der Amplitude 1/V@sin0 für 

Bi Werte von 6 zwischen 5° und 175° gezeichnet. Für 6 etwas größer 

ler 

lie 

54) | 

| 

n*) 

at- 

er. 
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en 
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on 
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20° con vo 000 

ten Fig. 3. 

rer als 90° zeigt sich ein bemerkenswertes Verhalten, da die 

e Amplitude ein Minimum in der Nähe des Wertes 9 = 110° 


erreicht und dann allmählich steigt. Dies war zu erwarten 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 4 
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wegen der Zusammenziehung der Breitenkreise mit zunehmen- 
dem 6, wenn 6> n/2 ist, da durch jeden dieser Kreise bei 
reinem Oberflächentypus der Wellen dieselbe Energie hindurch- 
gehen würde. Daß das Minimum nicht in 6 = a/2 (in unserem 
Fall) erreicht wird, ist durch den Faktor 1//a0 erklärt. 

In dem Punkte 6 =a wäre eine zweite Unendlichkeits- 
stelle (allerdings von geringer Ordnung) nach (54) zu erwarten. 
Die Kurve deutet klar auf die Existenz eines zum Sender 
diametralen Gegenpols. In Wirklichkeit wird zwar eine merk- 
liche Energiekonzentration, aber keine unendliche Energie- 
anhäufung in diesem Gegenpol auftreten, ebensowenig wie eine 
solche in den Brennpunkten der geometrischen Optik tatsäch- 
lich statt hat. Unsere Formel läßt diese Möglichkeit offen, 
da sie im Punkte 0 = a ebensowenig streng gilt wie am Orte 
des Senders 6=0. Natürlich wird in Wirklichkeit dieser An- 
häufungseffekt auch durch die Dämpfung in der Atmosphäre 
sehr heruntergedrückt, wenn nicht ganz unmerklich gemacht, 
da entgegen unserer letzten Figur A, nicht rein reell ist, 
sondern wegen des Ionengehaltes der Luft einen imaginären 
Bestandteil besitzt. 

Den Fall der unvollkommen leitenden Erde hoffe ich mit 
derselben Methode behandeln zu können. Es scheint mir un- 
zweifelhaft, daß auch für diesen Fall unser Hauptresultat ohne 
wesentliche Anderung bestehen bleiben wird, nämlich: Die 
Wellen der drahtlosen Telegraphie werden nicht im Sinne der 
geometrischen Optik und der geradlinigen Strahlenausbreitung 
durch die Erdkrümmung abgeschirmt, sondern überwinden 
diese durch eine Art Oberflächenausbreitung. 


(Eingegangen 21. Oktober 1911.) 


3. Temperatureinfluß auf Dichte und elektrische 
Leitfähigkeit wässeriger Salzlösungen; 
von Heinr, Clausen. 


Bereits in meiner Inauguraldissertation (Rostock 1910) 
hatte ich es unternommen, durch einige Versuche vorläufig 
an zwei Substanzen (KCI und Cu,,ClO,) etwas über den Einfluß 
der Temperatur auf die Abhängigkeit der Dichte vom Disso- 
ziationsgrad wässeriger Salzlösungen zu ermitteln. Damals gelang 
es mir nur mit einigen Schwierigkeiten, die erforderlichen Ver- 
suchsreihen bei den verschiedenen Temperaturen mit der nötigen 
Genauigkeit durchzuführen. Heute bin ich, von Prof. Heyd- 
weiller zur Fortführung der Arbeit angeregt, in der Lage, von 
elf weiteren Elektrolyten (NaCl, NaClO,, NaNO,, Mg:,NO,, 
Cu,,Cl, Ca:,NO,, Ba:,Cl, Bay,ClO,, KJ, KBr und HNO,) die 
Konstanten der Beziehung 


A, = 4,1 + B,(l — 


auBer bei 18° noch bei mindestens zwei weiteren Tempe- 
raturen, meistens 6 und 30°, mitzuteilen, die als unsicher be- 
zeichneten Werte 4, und B, für KCl bei 30° zu verbessern 
und daraus mit großer Wahrscheinlichkeit einige Sätze über 
den Einfluß der Temperatur auf den von den nichtdissoziierten 
und dissoziierten Molekülen verursachten Dichtezuwachs zu 
folgern. 

Soweit ich für den vorliegenden Zweck brauchbare Beob- 
achtungen über Leitvermégen, dessen Temperaturkoeffizienten, 
sowie über spezifisches Gewicht oder Volumen bei verschiedenen 
Temperaturen vorfand, habe ich die Werte zusammengestellt 
und daraus Dissoziationsgrad und äquivalenten Dichtezuwachs 
berechnet und einander zugeordnet (Tabb. 1 und 11). Lagen 


1) Vgl. A. Heydweiller, Ann. d. Phys. 30. p. 873. 1909. 
4* 
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Beobachtungen nur von dem spezifischen Gewicht oder Volumen 
für verschiedene Temperaturen vor, so habe ich für Salze aus 
einwertigen Ionen die Daten größtenteils so weit ergänzt, daß 
für vier Konzentrationen Dichtezuwachs und Dissoziationsgrad 
für 6, 18 und 30° berechnet werden konnten. 

Die Bestimmung des elektrischen Leitvermögens wurde im 
wesentlichen in derselben Weise ausgeführt, wie in meiner 
Dissertation angegeben ist. Ein in das Bad eingesetzter, 
elektrisch betriebener Schraubenrührer, die sorgfältig aus- 
geführte Verpackung des Bades und die mit einem Regulier- 
widerstand versehene elektrische Heizvorrichtung ermöglichten 
es, Temperaturen über Zimmertemperatur fast mühelos und — 
bei zeitweisem Einfluß von Eiswasser — auch Temperaturen 
unter Zimmertemperatur hinreichend lange konstant zu halten. 

Zur Bestimmung der Dichte bei den verschiedenen Tem- 
peraturen war die Auftriebsmethode, so gut sie sich auch bei 
18° bewährt hatte, nicht ohne weiteres durchführbar. Sollte 
die Wägung ganz und gar im geschlossenen Wagekasten aus- 
geführt werden, so konnte das Bad nicht groß genug gewählt 
werden, um die Temperatur während der Wägung konstant zu 
halten; außerdem traten dann auch durch die ungleich tempe- 
rierten Gegenstände im Wagekasten Luftströmungen und neue 
Fehlerquellen auf. Wurde dagegen der Aufhängedraht des 
Senkkérpers durch den Boden des Wagekastens hindurch- 
geführt und die Reagenzgläser mit Lösung und destilliertem 
Wasser in ein großes Bad gesetzt, so konnte nur mit großem 
Zeitaufwand die nötige Genauigkeit erzielt werden, da oft 
schon durch geringfügige äußere Anlässe Pendelschwingungen 
des Senkkörpers auftraten. Die vorliegenden Bestimmungen 
sind infolgedessen mit Pyknometern ausgeführt. In den von 
Dr. Geissler Nachf. bezogenen Pyknometergefäßen von 10, 
25 und 50ccm wurde der Meniskus auf eine an dem langen, 
engen Halse angebrachte Marke durch Abtupfen mit spitz- 
geschnittenen zusammengefalzten Fließpapierstreifen mit der 
Lupe eingestellt. Der Rauminhalt bei 6, 18 und 30° war 
durch Auswägen mit Quecksilber genau bestimmt. Um den 
Pyknometerinhalt auf die gewünschte Temperatur zu bringen, 
befanden sich das Pyknometer, ein Thermometer und eine 
Feder als Rührer in einem Becherglas mit Wasser und dieses 
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tauchte durch eine Öffnung des Deckels in das große Bad, in 
dem sich das Widerstandsgefäß befand. Bei mäßiger Um- 
drehungsgeschwindigkeit des Rührers wich die Temperatur im 
Becherglas nach kurzer Zeit höchstens noch um 0,1° von der 
des Bades ab. Die bei der Einstellung des Meniskus ab- 
gelesene Temperatur £ des Thermometers im Becherglas ist 
bei s,4 angegeben. Wiederholte Einstellungen ergaben für 
die durch Wägung des gefüllten Pyknometers ermittelte Dichte 
bei dem Pyknometer von 10 ccm Abweichungen von durch- 
schnittlich vier Einheiten in der fünften Dezimale, bei dem 
von 25 ccm durchschnittlich zwei und bei dem’ von 50ccm 
Abweichungen von durchschnittlich einer Einheit in der fünften 
Dezimale. 

Ein Teil der Lösungen wurde von Hrn. Rubien, der sie 
zur Untersuchung des optischen Verhaltens hergestellt hatte, 
übernommen, ein anderer Teil (Cu,,Cl, KBr, KJ) neu her- 
gestellt. Die aus den Gewichtsverhältnissen berechneten Kon- 
zentrationen wurden durch die nach dem spezifischen Ge- 
wicht interpolierten Werte kontrolliert und eventuell korri- 
giert. 

Die Temperaturen sind auf ein in der Reichsanstalt ge- 
eichtes Thermometer bezogen. 


Tabelle 1. 
NaCl. 
0° 10° 15° ‚20° 40° o°.-1@°. 15° 29° 40° 
Ay = 67,48 89,79 102,0 114,0 168 A, = 4,68 4,50 4,44 4,87 4,24 
B, = 3,38 3,36 3,35 3,35 3,33 


4, 


Stig 
beoh. | ber. 


0° 45.64 0.721 1,0334 1,0385 , 4,35 | 4,32 +0,03 

10 | 63,47 | 0,707 1,0867 | 1,0870 4,18 4,17 | +0,01 

15 | | 71,30 0,699 1,0855 1,0864 4,12 | 4,11 | +0,01 
| 79,34 0,696 1,0841 | 1,0359 | 4,06 | 406 | + 
"40 114,1 0,679 1,0267 1,0351 | 3,97 | 3,95 | +0,02 
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Tabelle 1 (Fortsetzung). 


| 10 55,44 
1,830 | 15 | | 62,2 
| 20 69,1 
do 98,9 

| 0 0,1066 87,50 

| 10 48,47 

2,848 | 15 | 54,24 
20 | 60,2 
40 | 86,0 

0 |0,1255 82,00 

10 41,68 

3,924 | 15 | 46,78 

20 52,08 

| 40 74,65 


0,1830 | 26,16 


34,63 
„5,085 | 15 ‚39,11 

| 

| 0,1340 25,16 

| 10 83,31 
5,825 | 15 | 37,68 

20 42,13 

25 (61,86 


0,681 
0,617 
0,610 
0,606 

0,589 


0,556 | 


0,540 
0,532 
0,528 
0,512 


0,474 
| 0,464 
0,459 
| 0,456 
0,444 


0,388 


0,386 


0,383 


43,73 | 0,384 
| 63,83 | 0,880 


‚0,873 | 


0,371 


‚0,369 
0,370 


1,0771 | 
1,0742 
1,0726 | 


1,0707 


| 
1,0621 | 


1,1162 


1,1185 
1,1105 | 


1,1083 
1,0988 


1,1562 | 
1,1519 | 


1,1497 
1,1473 
1,1871 


1,1972 
1,1927 
1,1904 

1,1879 

| 1,1772 


1,2056 
' 1,2011 

| 1,1987 


| 1,1963 


0,368 | 1,1855 


1,1493 
1,1464 


1,1974 
1,1930 
1,1914 
1,1900 
1,1869 


1,2058 
1,2014 
1,1998 
1,1984 
1,1952 


4,22 
4,07 


4,02 | 
3,97 | 


3,87 


4,10 | 
8,97 | 


3,92 


3,88 | 


3,79 


8,99. 
3,88 
3,84 | 


3,81 
8,73 


3,88 | 
3,80 
3,76 


8,74 


8,68 | 


3,87 


3,78 
8,75 
3,73 
8,67 


beoh, | ber. 


| 4,20 
| 4,06 | 
4,01 
| 3,97 
| 3,87 
| 4,10 
3,98 
| 3,93 | 
3,89 | 
3,80 


4,00 | 
3,89 | 
3,85 | 
| 3,82 | 
| 8,73 | 
3,88 | 
3,80 | 
8,77 


| 3,74 
3,68 | 
| 


| 
| 
| 
8,87 
| 8,78 | 
3,75 

3,73 

8,67 | 


Die Leitvermégen aus Kohlrausch und Holborn, ,,Leit- 
vermögen der Elektrolyte“; die Aquivalentleitvermégen für 10°, 
15°, 20°, 40° mit den Temperaturkoeffizienten berechnet, 
Die s,, nach Karsten, Berlin 1846. 
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= 1000 7 | tos | 
Höd | | 
| 00'0,0779 | 42,56 1,0778 | +0,02 
1,0745 | +0,01 
1,0735 | +0,01 
1,0726 + 
1,0708 | = + 
11164 | + 
1,1128 | 0,01 
11115 | ~0,01 
1,1108 | —0,01 
1,1078 | | —0,01 
—0,01 
1,1522 | —0,01 
| 1,1507 | — 0,01 
A —0,01 
| 
+ 
— 0,01 
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Tabelle 14. 
Temperaturkoeffizienten des elektrischen Leitvermögens. 


% = %s(1 + a(t — 18) + Alt — 18)*) 
t+ PR) 


NaCl O; 


0,517 | 0,03554 | 216 +64 0,501 | 0,08895 | 212 | +65 
1,028 | 0,06304 213 66 | 1,000 | 0,07057 | 205 45 
2,020 | 0,1043 210 | 60 1,996 | 0,1209 | 19 55 
4,012 | 0,1458 218 | 45 | 3,106 | 0,1600 | 190 37 


NaNO, 10*-«’ | 


0,5116 | 0,03768 | 218 | +66 0,501 | 002475 304 | +81 
1,025 | 0,06698 211 | 61 1,000 | 0,0456 | 292 70 
2,032 0,1108 209 | 60 1,996 | 0,0805 | 264 82 
3,981 | 0,1567 | 210 | 42 3,106 0,1072 264 55 
ig | 10%. « | 10°.8 
Mg:,NO, | Ba:/,ClO, 
0,605, | 0,03983 | 207 +54 0,2053 | 0,01514 | 218 | +64 
1,012 | 0,06063 | 208, 62 0,467  0,08059 | 215 81 
2,015 | 0,09812 205 T1 0,929 | 0,05339 | 210 57 
4,082 | 0,1292 206 51 | 1,882  0,08524 | 205 51 
Cuy,Cl | KJ 
0,490 | 0,03295 | 207 | +24 | 0,498, | 0,05301 | 198 | +48 
0,982 | 0,05613 | 199 23 | 0,997 | 0,1082 188 39 
1,965 | 0,08613 190 1 | 1,990 | 01991 | 172 26 
3,975 | 0,1085 191 4 | 3,980 | 0,8569 | 150 9 
Car, NO, | KBr 
0,515, 0,08364 | 215, | +37 | 0,501, | 0,05185 | 199 | +40 
1,024 0,05675 | 214, 48 1,000 | 0,09987 | 190 33 
2,084  0,08643 | 214 47 2,005 01914 174 | 16 
4,075 0,1036 | 219 70 4,022 | 154 5 


66 | 

1000 7 | 10%.« | 10°-8 | 10007 | | 10*-a | 108.3 

Ba/,Cl 

| 

| 
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Ergebnisse. 


Die in Tabb. 1—12 enthaltenen Meßergebnisse, die in 
Tab. 13 zusammengestellt sind und von deren graphischen 
Darstellungen die beigefiigte Figur zwei typische Beispiele 
wiedergibt, lassen folgende Sätze erkennen. Die Konstante 4,, 
die prozentisch-aquivalente Dichteänderung einer Ionenlösung 
gegen das Lösungsmittel, nimmt mit steigender Temperatur 

ab. Die Konstante B,, der pro- 
/ zentischeDichtezuwachs der Lösung 
Z.| eines nichtdissoziierten Gramm- 
% Aquivalentes, nimmt bei den meisten 
Ye Salzen ebenfalls mit steigender Tem- 
Be peratur ab, aber in weit geringerem 


MaBe; bei einigen, den Kalium- 
salzen, dagegen wächst sie mit 
steigender Temperatur, so daß die 
Geraden sich schneiden (vgl. Figur). 
Die Salpetersäure, wie die Kalium- 
salze auch ein starker Elektrolyt, 
zeigt ein ähnliches Verhalten. Frei- 
lich ist bei dieser jede Gerade 
nur zwischen drei Punkten inter- 
poliert. Der Einfluß der Disso- 


ziation A,—B, sinkt also mit stei- 
gender Temperatur und zwar um so 
stärker, je größer er bei.niedriger 
Temperatur ist, so daß sich die 


Werte A,—B, bei höherer Tem- 
peratur einander nähern. Die 
kleinen Abweichungen von dieser Regel bei Ba,,ClO, und 
Cu;,Cl, wo übrigens der Temperatureinfluß nur gering ist, 
liegen innerhalb der durch Beobachtungsfehler bedingten Un- 
sicherheit der Extrapolation. 

In Tab. 14 sind die im Anschluß an die Beobachtungen 
berechneten Temperaturkoeffizienten des elektrischen Leitver- 
mögens der untersuchten Salze zusammengestellt. 


Rostock, Physik. Inst., Oktober 1911. 
(Eingegangen 30. Oktober 1911.) 
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4. Uber die Schwärzung 
und Photometrie photographischer Platten; 


von Ludwig Geiger. 


Bei gleicher chemischer Behandlung ist die Schwärzung 8 
einer photographischen Platte eine Funktion der Belichtungs- 
zeit £ und der Intensität i des bestrahlenden Lichtes; sie kann 
außerdem von der Wellenlänge des Lichtes abhängen, weshalb 
ich mich im folgenden auf monochromatisches Licht be- 
schränken will. Bekanntlich ist 


J 
S= 


worin J = Intensität des auf die geschwärzte Platte fallenden 
Lichtes, J’ = Intensität des von der geschwärzten Platte durch- 
gelassenen Lichtes ist. 


$ 1. Beobachtete Schwärzungsfläche. 


Wenn man benachbarte Stellen einer Platte mit der In- 
tensität 7, sukzessive ¢,, 4%, ... Sekunden lang belichtet, die 
resultierenden Schwärzungen photometrisch bestimmt und als 
Funktion von ¢ aufzeichnet, so erhält man die bekannte 
Schwärzungskurve vom Habitus der Fig. 1; der Übersichtlich- 
keit halber ist darin ¢ in logarithmischem Maßstabe gezeichnet. 
Man sieht, daß die Funktion bis ¢=a allmählich wächst, 
zwischen ¢ = a und ¢ = 3 geradlinig verläuft, bei c ein Maximum 
passiert und sich weiterhin der ¢-Achse wieder nähert. Be- 
kanntlich heißt das Gebiet unterhalb a „Unterbelichtung“, 
zwischen a und 5 „Normalbelichtung“, oberhalb 5 „Überbelich- 
tung“ und zwar speziell jenseits c „Solarisation“. Wie gesagt 
gilt diese Funktion nur für die Intensität 4. Macht man ana- 
loge Versuche für die Intensitäten i,, ,,..., so erhält man 
ein System verwandter Kurven, die die S, lg {-Ebene bedecken 


| 

= 


den 
ch- 
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und die zusammen eine Fläche, die „Schwärzungsfläche‘‘ be- 
stimmen; diese Fläche charakterisiert die Platte unter den obigen 
Voraussetzungen völlig. 

Statt in der S,lg +-Ebene kann man diese Schwärzungs- 
fläche auch in der S,lgi-Ebene abbilden, wodurch man ein 


N 
1 2 3 45 10 6 100 w 1000 


Fig. 1. 


System von &, lg i-Kurve erhält, die man ebensogut hätte 
experimentell bestimmen können. 

Im Folgenden sollen die geometrischen Eigenschaften der 
Schwärzungsfläche untersucht werden. 


$2. Gesetze von Bunsen-Roscoe und von Schwarzschild. 


Bunsen und Roscoe stellten das Gesetz auf, daß gleiche 
Energiemengen i-¢ gleiche Schwärzungen bewirken. 

Schwarzschild zeigte experimentell, daß dieses Gesetz 
nur in roher Annäherung gilt, und ersetzte es durch das Ge- 
setz, daß gleiche Werte von i-t? gleiche Schwärzungen bewirken. 
Nach Versuchen von Koch!) und von Parkhurst?) ist der 
Exponent p im allgemeinen eine Funktion der Schwärzung S, 
jedoch ist er nach Versuchen verschiedener Autoren®) im Be- 


1) P.P. Koch, Ann. d. Phys. (4). 80. p. 843. 1909. 
2) Parkhurst, Astrophys. J. 30. p. 33. 1909. 


3) z. B. G. Leimbach, Göttinger Diss. 1909 u. Zeitschr. f. wiss. 
Photogr. 7. p. 257. 1909. 
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reich der Normalbelichtung konstant. Ist p= 1, so geht das 
Schwarzschild-Gesetz natürlich in dasjenige von Bunsen. 
Roscoe über. 

Geometrische Deutung. Geometrisch bedeutet das Bunsen- 
Roscoe-Gesetz, daß in der i, t-Ebene die Linien gleicher 
Schwärzung, die ich ,, 4quiopaken“ nennen will, Hyperbeln sind, 
während das Schwarzschild-Gesetz sogenannte Polytropen 
annimmt. Fig. 2 zeigt eine Bunsen-Roscoe- und eine 
Schwarzschild-Äquiopake; bei letzterer ist p = 0,8 gesetzt. 

! 


i 
6 


5 


Fig. 2. 


Einen tieferen Einblick in diese Gesetze erhält man, wenn 
man die Polytropen in der lg ¢, lg i-Ebene abbildet: Schreibt 
‘man nämlich das Schwarzschild-Gesetz in der Form 


(1) i-t?? =C, 
worin C eine Konstante ist, so ist 
2) Igi + p-lgt = Ig. 
Setzt man darin 
lgt=r, 
gi=y, 


lg C = k ’ 
so lautet (2): 
(3) yokh—pr: 
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das ist aber die Gleichung einer Geraden. Die Steigung dy/dz 
dieser Geraden findet man, indem man (3) differentiiert: 


(4) 


In der lg t, lg i-Ebene sind also alle Polytropen Gerade, deren 
Steiguny nur von p abhängt. Fig.-3 zeigt die in Fig. 2 ge- 
gebenen Polytropen in dieser Darstellung. 


Fig. 3. 


Als geometrisches Resultat der Betrachtungen dieses Para- 
graphen kann man also sagen, daß die Schwärzungsfläche in 
der Ig t, lg i-Ebene durch ein System geradliniger Aquiopaken 
dargestelit wird. 


$3. Darstellung der Schwärzungsfläche in der lg t, lg i-Ebene 
= Schwärzungsplan. 


Die Konstruktion des Aquiopakensystems in der lgt, lg - 
Ebene gestaltet sich äußerst einfach: Man bestimmt dazu 
experimentell die Schwärzungskurve für die konstant gehaltene 
Intensität :, und für die konstant gehaltene Intensität i,, wobei 
man die beiden Intensitäten möglichst verschieden wählt. In 
der lgz, lgi-Ebene heißt das, daß man zwei Versuchsreihen 
längs Geraden ausführt, die beide parallel zur lg t-Achse aber 
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in verschiedener Höhe liegen. Die Gerade mit der Intensität 7, 
heiße a4, die andere cd. Fig. 4 zeigt z. B. das so gewonnene 
Diagramm für die Gerade ab, ein analoges Diagramm erhält 
man für die Gerade cd. Man legt jetzt etwa in den Höhen S=0,1; 
0,2;... horizontale Gerade, die die Schwärzungskurve in je 
zwei Punkten schneiden; diese Schnittpunkte fällt man auf a5, 
wodurch man auf a5 die Schwärzungsfunktion für die konstante 
Intensität i, in skalarer Darstellung erhält. Analog erhält man 
die Schwärzungsskala auf cd. Diese beiden Skalen überträgt 

s 


2 


051152 25 2.5 


02 03 04 0,5 0.6 0,70,80.9 1 


Fig. 4. 


man in das lg£, lgi-Diagramm und legt durch die gleich- 


lautenden Punkte der beiden Skalen Gerade, womit die Dar- 
stellung der Schwärzungsfläche in der lg¢, lgi-Ebene beendigt 
ist. Diese Darstellung der Schwärzungsfläche heiße „Schwär- 
zungsplan“. Fig. 5 zeigt einen solchen Schwärzungsplan, wobei 
die Schwärzungskurven über a5 und cd ganz beliebig ange- 
nommen sind. Es empfiehlt sich sehr, dabei logarithmisches 
Koordinatenpapier zu verwenden. 

Im allgemeinen werden die Äquiopaken nicht parallel ver- 
laufen, denn dann wäre ja der Exponent p des Schwarz- 
schild-Gesetzes von 8 unabhängig. Auf den Spezialfall, dab 
p von $ unabhängig ist, werde ich in § 4 näher eingehen. 

Diese Darstellung der Schwärzungsfläche ist nichts anderes, 
als eine Höhenschichtenkarte. Man erkennt aus Fig. 5, dab 
die Schwärzungsfläche ein Bergrücken mit unsymmetrischem 
Profil ist. Wenn man aber einen derartigen Berg ver- 
messen will, wird man sich stets bemühen, die Profile möglichst 
senkrecht zur Richtung des Bergrückens zu legen. Man 
wird also die beiden Versuchsreihen nicht längs ab bzw. 
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ed ausführen, sondern wird die ,,Versuchslinien“ um ca. 45° 
im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers drehen, d. h. man 
wird i und t varüeren. Die Koordinaten irgend eines Versuchs- 
punktes auf diesen Versuchslinien geben direkt die einander zu- 
geordneten Werte für i und t. Es ist natürlich nicht nötig, 
daß die beiden Versuchslinien parallel verlaufen. 


N 


224678 


Il 
0.2 03 04 05 06 Pe 


Fig. 5. 


Wenn man will, kann man auch mehr als zwei Versuchs- 
linien ermitteln, wodurch die Schwärzungsfläche überbestimmt 
wird. Man berücksichtigt dann alle Versuche, wenn man die 
Äquiopaken-Geraden ausgleichend durch die gleichlautenden 
Punkte der verschiedenen Skalen legt. Dabei ist die Anwen- 
dung der Methode kleinster Quadrate nicht nötig, eine Aus- 
gleichung nach Augenmaß genügt völlig. 


$4. Das Starksche Schwärzungsgesetz. 


Sind in einem Gebiete des Schwärzungsplanes die Äqui- 
opaken parallel, so bedeutet dies, daß der Exponent p des 
Schwarzschild-Gesetzes in diesem Gebiete von der Schwär- 
zung S unabhängig ist. Sind die Aquiopaken parallel und äqui- 
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distant, so ist die Schwärzungsfläche eine Ebene. In diesem 
Falle kann man also die Gleichung der Schwärzungsfläche an- 
geben. Die Gleichung einer Ebene im lg¢, lgi, S-Raum lautet 
(5) A-lgi+ B-lgt+C-S+D=0, 
also 
(6) 
Setzt man 

D . 
so lautet (6) 

S=lgk+m-lgi+n-lgt 


= Ig(k-i- t”); 

das ist aber das Starksche Schwärzungsgesetz!); daß es das 
Schwarzschild-Gesetz involviert, ist nach dem Vorstehenden 
selbstverstindlich. Stark beschränkt die Gültigkeit seines 
Gesetzes ausdrücklich „auf das Gebiet der normalen Schwär- 
zung“. Dies trifft bei vielen Platten zu, aber es ist sehr gut 
möglich, daß auch in ganz andern Gebieten die Schwärzungs- 
fläche eben ist, so daß die Starksche Formel (8) auch dort 
gilt, freilich mit völlig anderen Konstanten. 

Herr Koch?) nennt das Stark-Gesetz „eine kleine Er- 
weiterung des Schwarzschildschen Gesetzes“; das scheint 
mir nun allerdings nicht richtig, denn das Stark-Gesetz gibt 
eine Formel für ein Gebiet der Schwärzungsfläche, während 
das Schwarzschild-Gesetz die Äquiopakenlinien formuliert, 
Es ist natürlich ganz selbstverständlich, daß man das Stark- 
Gesetz auch nur in seinem Gültigkeitsbereich anwenden darf, 
denn außerhalb ist es grundfalsch. 

Bestimmung der Konstanten k, m,n. Diese drei Konstanten 
können prinzipiell aus je drei Beobachtungsgleichungen 


= Ig 


(9) S, = Ig 


ls 8, = lg (k-i,”-t,”) 
berechnet werden, jedoch hängt die erreichte Genauigkeit stark 
von der Wahl der drei Versuchspunkte ab. Man wird immer 


1) J. Stark, Ann. d. Phys. (4). 35. p. 461. 1911. 
2).P. P. Koch, Phys. Zeitschr. 12, p. 12. 1911. 
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zwei Punkte in der Nähe des einen Randes, und zwar möglichst 
weit voneinander entfernt, den dritten Punkt in der Nähe des 
anderen Randes der Ebene wählen. Ob das gebildete Dreieck 
gleichschenklig, schief- oder rechtwinklig ist, ist unwesentlich. 
Die Auflösung der Gleichungen (9) geschieht am besten 

in folgender Weise: Man setzt 
(10) lgi=a, lgt=b, 
dann lautet (9): 
| a,m+b,n+lgk—S, =0, 

a,m+6,n+ lgk— $8, =0, 
| a,m+b,n+lgk— 8, =0. 
Zur Kontrolle berechnet man gleichzeitig die Quersummen 
(12) „=a+b,+1+S,: 
Man multipliziert die erste Gleichung (11) mit 


(11) 


= und subtrahiert sie von der zweiten, 


as 


” ” ” ” dritten 
a, 


und erhält 


+ — = 0. 
b,'-n + ¢,'-lgk — S,’ = 0. 

Dann multipliziert man die erste Gleichung (13) mit ,'/b,', 

subtrahiert sie von der zweiten und erhält 

(14) 

was lg liefert. Durch Rückwärtssubstituieren in (13) und (11) 

erhält man dann auch m und n. Es empfiehlt sich, dabei nach 

folgendem Schema zu rechnen: 


ane 
Autet 
; das | 
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dot 
dort 
— 
Er 
heint 
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liert. 
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Nr. m | n | Ig k | | P . 
(1) a, b, 1 | S, 8 
(2) dy b, | 1 Sy % 
stark (3) * a, b, ae ay | 
nmer a, ay 
(4) als b, 1 Ss | 5 
a, un a, a, 


(1) = (4) - 


(8) 


(9) = (7) — (8) | 


55. Anwendung des Schwärzungsplanes auf Photometrie. 


Wenn für eine Platte der Schwärzungsplan gemäß § 3 
ermittelt ist, kann man .ohne jede Rechnung photographisch 
photometrieren. Hat man nämlich mit der unbekannten In- 
tensität @, während der gemessenen Zeit £ belichtet, und dabei 
die Schwärzung $ gefunden, so findet man ;,, indem man in 
dem Schwärzungsplane an der Stelle ¢ eine Ordinate errichtet, 
die die Äquiopake S im Punkte P schneidet. Eine durch P 
gelegte Horizontale schneidet die lgi-Achse im Punktez, Es 
sei ausdrücklich bemerkt, daß diese Methode nicht auf das 
Gebiet der Gültigkeit des Stark-Gesetzes beschränkt ist, 
sondern ganz allgemein angewendet werden kann. 


§ 6. Photometrie vorbelichteter Platten. 


Wenn man sehr lichtschwache Erscheinungen, wie schwache 
Spektrallinien, photometrieren will, ist es üblich, die Platte 
vor dem eigentlichen Versuch in diffusem Lichte so stark zu 
belichten, daß, wenn man die Platte dann schon entwickeln 
würde, eine geringe Schwärzung vorhanden wäre.!) Die Licht 
quelle, mit der vorbelichtet wird, muß die gleiche Farbe wie 
die darüber photographierte Erscheinung haben. Wie kann 
man dann die Intensität der darüber photographierten Er- 
scheinung ermitteln? Bei der Vorbelichtung wird die Platte 
auf irgend eine Weise auf die Schwärzung 8, gebracht, und 
bei der Hauptbelichtung während der gemessenen Zeit ¢ mit 
der gesuchten Intensität i belichtet. Fig. 6 veranschaulicht 
dieses Prozeß. 


1) R. W. Wood, Phys. Zeitschr. 9. p. 355. 1908. 
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Die Vorbelichtung ist z. B. durch die Gerade 0 a gegeben; 
man geht dann auf der Äquiopaken $, bis in die Höhe der In- 
tensität i (Punkt 4). Die Hauptbelichtung ist durch die hori- 
zontale Strecke be gegeben, die die Platte auf die Schwär- 
zung S, bringt. dc kann berechnet werden: Die Projektionen 


Fig. 6. 


der Punkte 5 bzw. e auf die lgt-Achse heißen ?’ bzw. ¢”. 


Dann ist 
U+t=t", 
also 
lg (t’+ ¢) = lge”. 


be=1gt”’— 
= Ig(t’+ — Igt‘, 


Ferner ist 


oder 
(15) be mig (4) - 


Weil (15) transzendent ist, kann die Lösung der photometri- 
schen Aufgabe nicht direkt erfolgen. Man wird vielmehr so 
verfahren: S,, 8,, ¢ sind gemessen, i kann stets abgeschätzt 
werden = i. Man se in der Höhe : eine Horizontale und 
liest das zugehörige ¢’ und dc ab. Diesen Wert für ¢’ setzt 
man in (15) ein und findet dc, was von dc verschieden sein © 
wird. Einige variierte 7-Werte liefern variierte 4c-Werte, so 
daß man 6c — dc als Funktion von i aufzeichnen kann. Der 
Schnittpunkt dieser Kurve mit der i-Achse ist dann die ge- 
suchte Intensität Die Ermittelung der Werte dc erfolgt 
ohne Rechnung, wenn man eine logarithmische ‘Skala und 
eine Zirkel benutzt. 
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Wenn man ein lichtschwaches Bild nur örtlich fixieren, 
aber nicht photometrieren will, so kann man natürlich die 
Hilfsbelichtung ebensogut nach der Aufnahme vornehmen. 

Diese Methode der Photometrie vorbelichteter Platten ist 
an gar kein bestimmtes Gebiet der Schwärzungsfläche ge. 
bunden, sie ist also auch dann anwendbar, wenn die Schwär- 
zung 8, noch im Gebiete der Unterbelichtung liegt. Für die 
Spektroskopie scheint mir dies von großem Nutzen zu sein, 
während bei der Messung von Sternhelligkeiten die Aufgabe 
dadurch viel komplizierter ist, daß das Sternlicht nicht mono. 
chromatisch ist. 


Zusammenfassung. 


Bei gegebener Behandlung und für monochromatisches 
Licht ist eine photographische Platte in bezug auf die Schwär- 
zung durch die „Schwärzungsfläche‘‘ völlig charakterisiert. 

Die Darstellung dieser Schwärzungsfläche in der lg¢, lgi: 
Ebene, der „Schwärzungsplan‘“, geschieht durch eine Schar 
verschieden steiler Gerader. 

Der Schwärzungsplan wird am genauesten und raschsten 
gewonnen durch zwei Versuchsreihen, bei denen die Intensität 
und die Belichtungszeit von Fall zu Fall variiert werden. 

Das Starksche Schwärzungsgesetz für das Gebiet der 
Normalbelichtung ergibt sich aus der Analyse der Schwirzungs 
fläche; die beste Bestimmungsart der drei Starkschen Kon 
stanten wird untersucht. 

Der Schwärzungsplan gestattet, in jedem Schwärzungs 
gebiet photographisch zu photometrieren. 

Auch vorbelichtete Platten können photometriert werden, 
selbst wenn die Gesamtschwärzung noch im Gebiete der Unter: 
belichtung liegt. 


Göttingen, 25. Oktober 1911. 


(Eingegangen 7. November 1911.) 
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5. Die spezifische Wärme 
der Luft bei Zimmertemperatur und bei tiefen 
Temperaturen ; 
von Karl Scheel und Wilhelm Heuse. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 


Nachdem in neuerer Zeit die kalorimetrischen Unter- 
suchungen an festen Kérpern unter Benutzung der modernen 
Hilfsmittel mehrfach auf tiefere Temperaturen ausgedehnt 
worden sind, bot es ein Interesse, entsprechende Messungen 
auch an Gasen anzustellen. Sieht man von Regnault ab, 
dessen Beobachtungen noch bis — 30° reichen, so liegen in 
tiefer Temperatur bisher nur Bestimmungen der mittleren 
spezifischen Wärme der Luft von Witkowski!) vor, der 
zwischen Zimmertemperatur und — 77, bzw. — 102, bzw. — 170° 
beobachtete. Witkowski gibt als Resultat seiner Versuche 
an, daß die spezifische Wärme der Luft bei Atmosphärendruck 
in seinem Beobachtungsintervall unabhängig von der Tem- 
peratur sei. Tatsächlich deuten die von ihm angegebenen 
Zahlen ein Wachsen der spezifischen Wärme der Luft zu 
tiefen Temperaturen hin an. 

Witkowski arbeitete nach der Mischungsmethode, welche 
nur die Bestimmung der mittleren spezifischen Wärme über 
große Temperaturintervalle gestattet. Demgegenüber hielten 
wir es für aussichtsreich, die zuerst von Callendar und 
Barnes?) zur Bestimmung der spezifischen Wärme des Was- 
sers benutzte Methode (Continuous-Flow Method), welche die 
mittlere spezifische Wärme über ein sehr kleines Temperatur- 
intervall, also nahezu die wahre spezifische Wärme liefert, auf 


1) A. Witkowski, Journ. de phys. (3) 5. p. 123—132. 1896. 
2) Hugh L. Callendar, Phil. Trans. (A) 199. p. 55—148. 1902; 
Howard Turner Barnes, Phil. Trans. (A) 199. p- 149—263. 1902. 
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die Kalorimetrie der Gase anzuwenden. Wir hatten eine Unter- 
suchung nach dieser Methode, deren Hauptzweck Messungen bei 
tiefen Temperaturen sein sollten, bereits begonnen, als eine Mit- 
teilung von Swann’) erschien, der gleichfalls über Versuche 
nach derselben Methode berichtete. Swann stellte seine 
Beobachtungen bei Zimmertemperatur und 100° an. Sein für 
20° angegebener Wert der spezifischen Wärme der Luft 0,24173 
weicht von allen früheren Bestimmungen um fast 2 Proz. ab; 
es war von vornherein der Verdacht nicht von der Hand zu 
weisen, daß diese hohe Abweichung auf die Art der Berechnung 
der Wärmeverluste zurückzuführen sei, die bei Swann niemals 
unter 8 Proz. betrugen. Um hierüber Klarheit zu schaffen, haben 
wir unsere Versuche, bei denen die Wärmeverluste bis auf 
wenige Promille herabgedrückt werden können, ebenfalls auf 
Zimmertemperatur ausgedehnt. 


1. Versuchsanordnung. 


Das Prinzip der Methode ist kurz folgendes: Durch 
ein Rohr (das eigentliche Kalorimeter) fließt ein konstanter 
Gasstrom; die in der Sekunde hindurchgehende Gasmenge 
sei ©. Dem Gase wird in der Mitte des Rohres mit Hilfe 
eines Heizdrahtes eine Wärmemenge elektrisch zugeführt, 
deren Betrag pro Sekunde der Leistung A äquivalent ist. Er- 
fährt der Gasstrom nach Eintritt des stationären Zustandes 
hierdurch eine Temperaturerhéhung 4¢, so wäre die spezifische 
Wärme des Gases, wenn keine Wärmeverluste stattfänden, 
A/(Q- A); sind die Wärmeverluste pro Sekunde einer Leistung 
äquivalent, so wird die spezifische Wärme 

9.4: 


Kalorimeter. Das aus Glas gefertigte Kalorimeter ist in 
Fig. 1 in seiner endgültigen Form dargestellt. Das auf die 
konstante Versuchstemperatur gebrachte Gas tritt von unten 
her in das Kalorimeter ein, passiert eine aus glastechnischen 


1) W. F. G. Swann, Proc. Roy. Soc. (A) 82. p. 147—149. 1909. — 
Die ausführliche Veröffentlichung erschien später in Phil. Trans. (A) 210. 
p- 199—288 1910. 
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Gründen vorhandene Spirale und gelangt nach Durchströmen 
zweier Glasmäntel C und B in das innere Rohr 4, welches 
die Heizvorrichtung enthält. Zur Messung der Temperaturen 
des ein- und des austretenden Gases dienen nackte Platinwider- 
standsthermometer P, und P,; das Thermometer P, ist verschieb- 
bar und erlaubt das Temperatur- 
gefälle im Rohre A zu messen. 
Das Ganze ist von einem evaku- 
ierten, innen versilberten Glas- 
mantel umgeben und befindet 
sich in einem Bade konstanter 
Temperatur. 

Für die Einfügung der 
Mäntel B und C war folgende 
Überlegung maßgebend. Durch 
das Vakuum werden Wärme- 
verluste aus dem inneren Rohre 
4 zwar sehr stark herabge- 
mindert, aber doch nicht voll- 
ständig vermieden. Die Mäntel 
B und C dienen nur zur Unter- 
stützung der Wirkung des Va- 
kuums, indem mit ihrer Hilfe 
die vom Rohr A, soweit es 
innerhalb der Mäntel liegt, 
nämlich unterhalb des Quer- 
schnittes M abgegebene Wärme- 
menge nach dem Gegenstrom- 
prinzip dem Innenraum zum 
größten Teile wieder zugeführt 
wird. Die Temperatur des aus- 
tretenden Gases wird im Quer- 
schnitt M gemessen. 

Heizvorrichtung. Die Heizvorrichtung (Fig. 2) besteht aus 
einem in zwei Lagen auf einem Glasrohr aufgewickelten Kon- 
stantandraht K; um gleichmäßige Wärmeverteilung zu erzielen, 
sind die Drahtlagen, soweit der vorhandene Raum ausreicht, 
mit feinmaschiger Kupfergaze G, umwickelt. Die Drahtspulen 
sind oben und unten von durchlöcherten Elfenbeinscheibchen 

Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 6 
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E, E, begrenzt. Zur Erzielung vollständiger Durchmischung 
befindet sich oberhalb der Spule eine Packung @, von Kupfer. 
drahtgaze, die wiederum durch ein Elfenbeinscheibchen Z, ab- 
geschlossen wird. Die Zuführungsdrähte zur Heizspule werden 
durch das innere Glasrohr nach oben geführt und oberhalb 
des Plättchens Z, mit den Strom- und Spannungsdrähten ver- 
bunden.) Heizspule und Mischvorrichtung sitzen in einem 
Messingrohr M,, welches in ein Messingrohr M, eingepaßt ist, 
M, ist mittels Siegellack in eine ringförmige Vertiefung des 
Innenrohres A des Kalorimeters eingekittet. 

Thermometer. Als Platinthermometer P, wurden zwei ver- 
schiedene Drähte von 0,1 mm Dicke und etwa 10 Ohm Wider. 
stand bei 0° benutzt, die in der üblichen Weise auf etwa 


5 cm lange Glimmerkreuze gewickelt waren. Die Strom- und 
Spannungsdrähte wurden durch das Gaszuleitungsrohr (vgl. 
Fig. 3) nach außen geführt. 

Als Thermometer P, diente bei einem Teil der Versuche 
ein Platindraht von ebenfalls 0,1 mm Dicke, und etwa 6 Ohm 


1) Der Widerstand der Stromzuführungsdrähte von der Verzweigung# 
stelle mit den Spannungsdrähten bis zum Querschnitt M betrug etws 
"10000 des Widerstandes der Heizspule. Seine Heizwirkung war also zu 
vernachlässigen. 
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Widerstand bei 0°, der auf ein 1cm langes Glimmerkreuz 
gewickelt war. Bei dem anderen Teil der Versuche wurden 
Thermometer benutzt, die aus 0,04 mm dickem Draht be- 
standen und bei 0° etwa 6 Ohm Widerstand hatten. Der 
Draht war auf einen, den Querschnitt des Rohres 4 nahezu 
ausfüllenden, etwa 2 mm dicken Elfenbeinrahmen flach auf- 
gewickelt. Die Versuchsergebnisse waren von der Wahl des 
Thermometers unabhängig. 

Bäder. Das Kalorimeter befand sich bei tiefer Temperatur 
in einem Vakuummantelgefäß, das mit flüssigem Sauerstoff 
oder mit einer Mischung von fester Kohlensäure und Alkohol 
beschickt wurde. Bei Zimmertemperatur befand sich das 
Kalorimeter in einem kräftig gerührten großen Wasserbade. 
In allen Fällen passierte das Gas, bevor es in das Kalorimeter 
eintrat, eine Rohrschlange 7, die sich mit dem Kalorimeter 
im gleichen Bade befand. 

Führung des Luftstromes. Die Luft wurde mit Hilfe von 
drei parallel geschalteten Wasserluftpumpen aus der Atmo- 
sphäre durchs Kalorimeter gesaugt. Zur Konstanterhaltung 
des Luftstromes dient ein Regulator R, (Fig. 3); die Stärke 
des Luftstromes hängt von den Dimensionen einer in den 
Luftweg eingeschalteten Kapillare X ab. — Beim Eintritt in 
die Zirkulation wurde die Luft durch Vorlagen von Kalium- 
hydroxyd und konzentrierter Schwefelsäure von Kohlensäure 
und Wasserdampf befreit. Die Befreiung der Luft von Feuchtig- 
keit mußte sehr weit getrieben werden, weil sonst bei Versuchen 
in flüssigem Sauerstoff eine langsam fortschreitende Vereisung 
des Kalorimeters die Konstanz des Luftstromes gefährdet hätte, 
Es war darum bei den Versuchen in tiefer Temperatur immer, 
bei Zimmertemperatur vielfach vor dem Kalorimeter in die 
Gasleitung noch ein weites, in flüssige Luft tauchendes U-för- 
miges Glasrohr vorgeschaltet. Zwischen Vorlagen und Kalori- 
meter befand sich die Vorrichtung U zur Messung der in der 
Zeiteinheit das Kalorimeter passierenden Gasmenge, von der 
weiter unten die Rede sein wird. 

Kegulator. Der Regulator 2, ist bestimmt, den wechselnden 
Unterdruck der Wasserluftpumpe auf einen konstanten Betrag 
zu reduzieren. Zu diesem Zwecke hat die Luft, welche inner- 
halb eines Umschlußrohres F durch ein unten gezahntes Rohr @ 
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austritt, eine Quecksilbersäule von der Höhe x zu passieren; 
das Quecksilber wird von der Wasserluftpumpe zu um so 
größerer Höhe angesaugt, je größer der von ihr gelieferte 
Unterdruck ist. Das Umschlußrohr ist mit einer Quecksilber- 
Niveaukugel verbunden. Der gewünschte konstante Unter- 
druck a, der durch die Höhendifferenz zwischen dem unteren 
Rande von @ und dem Quecksilberniveau in der Kugel ge- 
geben wird, kann durch Höher- oder Tieferstellen der Kugel 
variiert werden. 

Bei starken Schwankungen des Druckes der Wasserleitung 
treten auch starke Schwankungen der Höhe x der Quecksilber- 
säule ein, wodurch die Höhe des Quecksilbers in der Kugel 
und damit auch die Höhendifferenz a beeinflußt wird. Es 
wurde deshalb dem Regulator A, noch ein zweiter ebensolcher 
Regulator #, hintergeschaltet zu dem Zwecke, auch diese 
kleinen Druckschwankungen zu beseitigen. 

Mit Hilfe der Regulatoren war es möglich, einen Unter- 
druck von etwa !/, Atmosphäre während 5 Stunden auf wenige 
Promille konstant zu halten. 


2. Meßverfahren. 


Bestimmung von At. Die Temperaturdifferenz At wird aus 
der Differenz Aw des Widerstandes des Platinthermometers P, 
bei geheiztem und ungeheiztem Gasstrome ermittelt. Ändert 
sich zwischen diesen beiden Widerstandsmessungen zufolge 
eines meist im Betrage von wenigen Hundertstelgrad auf- 
tretenden Temperaturganges des Bades die Temperatur des 
eintretenden Gases (P,), so ist die an P, gemessene Wider- 
standsdifferenz entsprechend zu korrigieren. Das Thermo- 
meter P, muß also stets gleichzeitig mit P, mitbeobachtet werden. 

Zur Berechnung von At aus dem so an P, gefundenen Aw 
bediente man sich bei Zimmertemperatur der bekannten Cal- 
lendarschen Formel, nachdem das Thermometer P, an ein 
anderes Platinthermometer angeschlossen war, dessen Beziehung 
zum Gasthermometer man kannte. 

Zur Berechnung von 4t in tiefen Temperaturen benutzten 
wir die kürzlich von Nernst!) aufgestellte Gesetzmäßigkeit, 


1) W. Nernst, Berl. Ber. 1911. p. 314. 
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daß zwischen den Widerständen w, und w, zweier Platindrähte, 
deren Widerstände bei 0° w,, und w,, sind, bei jeder Tem- 
peratur die Beziehung 


w, We 
Wo l-e 


besteht, wo @ eine gegen 1 kleine Konstante bedeutet, die 
durch Vergleichung der beiden Drähte bei irgend einer Tem- 
peratur festgestellt werden kann. Mit Hilfe dieser Gleichung 
haben wir alle unsere Widerstandsmessungen in tiefer Tem- 
peratur auf den Widerstand eines Pt I genannten Platinthermo- 
meters von Kamerlingh Onnes!) bezogen, welches dieser im 
ganzen Temperaturbereich unterhalb 0° an das Gasthermo- 
meter angeschlossen hatte. Die Vergleichung aller unserer 
Thermometer untereinander wurde im flüssigen Sauerstoff aus- 
geführt; die dann noch fehlende direkte Vergleichung unserer 
Thermometer mit dem Onnesschen Thermometer Pt I wurde 
dadurch ersetzt, daß wir eines unserer Thermometer bei der 
Temperatur der flüssigen Luft über ein anderes Platinthermo- 
meter ans Gasthermometer anschlossen. 

Bestimmung von A. Die Leistungsmessung erfolgte in der 
Art, daß die Spannung an den Enden der Heizspule mit der- 
jenigen an den Enden eines in demselben Stromkreise liegenden 
Normalwiderstandes, sowie mit der eines Normalelemeutes in 
einer Kompensationsschaltung verglichen wurde. 

Bestimmung von Q. Die Menge der in der Sekunde durch 
das Kalorimeter gesaugten Luft wurde in der Weise bestimmt, 
daß an Stelle der aus der freien Atmosphäre eintretenden Luft 
Luft aus einem Gefäße bekannten Volumens unter sonst gleich- 
bleibenden Verhältnissen durch das Kalorimeter getrieben wurde. 

Zu diesem Zwecke ließ man Quecksilber aus der Kugel U, 
austreten, welches nach Abschluß des Luftzuführungsrohres 7 
die Kugel U, füllte und die darin befindliche Luft ins Kalori- 
meter trieb. Die Strömungsgeschwindigkeit des hochsteigenden 
Quecksilbers wurde mit Hilfe des Hahnes H unter gleich- 
zeitigem Anvisieren des vor dem Kalorimeter befindlichen 


1) H. Kamerlingh Onnes und J. Clay, Onnes Comm. Leiden. 
Nr. 99b. p. 12. 1907. 
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Manometers M, von Hand so reguliert, daß das Druckgefälle 
im System ungeändert blieb. Das bekannte, durch Auswägen 
bestimmte Volumen der Kugel U, war durch zwei einge- 
schmolzene Platindrähte D, D, begrenzt, von denen der 
untere D, gerade an der Abzweigstelle des Luftzuführungs- 
rohres saß. Die Zeiten, zu denen das hochsteigende Queck- 
silber die Platindrähte erreichte, wurden auf elektrischem 
Wege auf einem Chronographen registriert. — Sobald die 
Quecksilberkuppe den oberen Platindraht D, passiert hat, wird 
dem Kalorimeter über einen Nebenweg N so lange Luft zu- 
geführt, bis das zurücksinkende Quecksilber die Öffnung des 
Luftzuführungsrohres wieder freigibt. 

Bezeichnet 7 das Volumen der Kugel U, in Kubikzenti- 
meter, d die Dichte der Luft in der Kugel und 7 die am 
Chronographen gemessene Durchströmungszeit des Quecksilbers, 
so findet man die in der Zeiteinheit das Kalorimeter passie- 
rende Gasmenge in g 
V.d 
Die Dichte d der Luft in der Kugel ergibt sich in bekannter 
Weise aus ihrem Druck und ihrer Temperatur. Ihr Druck 
ist gleich dem Atmosphärendruck vermindert um den am 
Manometer M, abgelesenen Unterdruck; ihre Temperatur wird 
mit Hilfe eines unmittelbar hinter der Kugel in den Luftstrom 
eingeführten nackten Platinthermometers P, bestimmt. 

Bei den Versuchen wurden zwei verschiedene Kugeln U,, 
die größere bis zum 3. 8. 11, die kleinere vom 4. 8. 11 ab 
benutzt, deren Volumina 1445,9 bzw. 1039,9 ccm waren. Das 
Auswechseln der Kugeln war auf das Resultat ohne Einfluß. 


3. Messungsergebnisse. 


Zu den endgültigen Versuchen dienten zwei Kalorimeter 
I und II; die mit ihnen gewonnenen Resultate sind in den 
folgenden Tabellen wiedergegeben. Die Beobachtungen bei 
nahezu gleichen Beobachtungstemperaturen (Zimmertemperatur, 
bzw. Temperatur der festen Kohlensäure und des flüssigen 
Sauerstoffs) sind zu Gruppen zusammengefaßt und innerhalb 
der Gruppen nach fallendem Q (d. h. abnehmender Strömungs- 
geschwindigkeit) geordnet. 
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Die vorstehende Tabelle enthält in den verschiedenen Spalten 
Beobachtungstag, reduzierten Barometerstand, am Manometer M, 
abgelesenen Unterdruck, die mit P, gemessene Lufttemperatur, 
die vom Chronographen registrierte Entleerungszeit der Kugel U,, 
endlich die aus allen diesen Daten berechnete, das Kalori- 
meter in der Sekunde durchflieBende Luftmenge Q in Gramm. 


Weiter enthält die Tabelle die Stromleistung A in der 
Heizvorrichtung des Kalorimeters in Watt, die Badtemperatur, 
die durch die Heizung verursachte Temperaturerhéhung 4t 
im Gasstrom, sowie den Wert A/(Q- 42). 

Wie schon oben hervorgehoben, sollen durch den Vakuum- 
mantel und durch die Mäntel B und C die Wärmeverluste des 
Kalorimeters herabgemindert werden. Um festzustellen, wie 
weit die beabsichtigte Wirkung erzielt wird, sind die Versuchs- 
bedingungen erheblich variiert worden, wie eine nähere Be- 
trachtung der Tabellen lehrt. 

Je größer die Wärmeverluste, d. h. die unter 1. mit 4 
bezeichnete Größe, desto größer wird auch 


A ’ 


Die Zahlen derjenigen Spalte in der vorstehenden Tabelle, welche 
diese Größe für die verschiedenen Versuche geben, sind also 
geeignet, ein Bild der Abhängigkeit der Wärmeverluste von 
den Versuchsvariationen zu liefern. Man erkennt, daß die 
Werte dieser Spalte auch durch große Änderungen von 4t 
nicht beeinflußt werden, andererseits zeigt die Tabelle für das 
Kalorimeter II, daß die fehlende Versilberung des Vakuum- 
mantels (Versuche vom 20. u. 21. Juli) die Wärmeverluste be- 
trächtlich vergrößert. 

Ganz erheblich ist die Abhängigkeit der Werte 4/(Q- Ad 
von der Größe von Q, mit anderen Worten von der Stärke 
des das Kalorimeter passierenden Luftstromes. Mit Abnahme 
von Q wächst der Wert beschleunigt an, mit Zunahme von Q 
nähert er sich dem Grenzwert c, welcher für Q@=oo erreicht 
werden würde. — Bei — 78° und — 183° ist die Änderung 
von A/(Q-4t) mit Q viel kleiner als bei Zimmertemperatur. 


| 
f 
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Ableitung des Wertes von c,. 
a) Empirische Ableitung. 


Zur Ableitung des Grenzwertes c, für Q@ =00, welcher gleich 
der spezifischen Wärme c, ist, müssen sämtliche Beobach- 
tungen herangezogen und durch eine Interpolationsformel ver- 
einigt werden. Rein empirisch ergibt sich als mögliche Dar- 


stellung 
4 1 


Q-At 1Q 
Die Reihe bereits beim linearen Gliede abzubrechen, erwies 
sich als unzulässig, andererseits war es unnötig, die Reihe 
über das quadratische Glied hinaus fortzusetzen. Setzt man also 


4A 1 1 


=e, +h thot. 


so erhält man aus den 18 mit dem Kalorimeter II bei Zimmer- 
temperatur angestellten Versuchen 


k, = — 0,000076, A, =+ 0,0000452, 
c, = 1,008, , 


und es zeigt sich, daß der Einfluß des linearen Gliedes gegen- 
über dem des quadratischen erheblich zurücktritt. 


b) Rationelle Ableitung. 


Bezeichnet k, eine Konstante, so ist die Wärmeabgabe 
pro Sekunde aus dem Rohr 4 an die Mäntel B und C einer 
Leistung äquivalent, welche nach dem Newtonschen Ab- 
kühlungsgesetz 

N= At 
ist, oder von Größen zweiter Ordnung abgesehen 


, aA 


N= k, Q’ 


wo k,’ eine neue Konstante ist. 

X ist, wie schon hervorgehoben, nur die Wärmeadgabe 
aus dem Rohr 4 an die Mäntel B und C; diese Wärme wird, 
eben durch die Mäntel, dem Kalorimeter zum größten Teile 
wieder zugeführt. Wirklich verloren ist nur die Wärme, 
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welche von den Mänteln an das umgebende Bad abgegeben 
wird; sie wird bestimmt durch die Temperaturdifferenz 4¢ 
zwischen dem äußeren Mantel C und dem Bade und kann in 
gleicher Weise gesetzt werden 


= At'=k,' 
Durch Kombination beider Gleichungen findet man 
A 
Es wird also die spezifische Wärme der Luft 

A--i A k 

“p= Q-dt ~ Q-dt (1 

Aus den Beobachtungen mit dem Kalorimeter II bei Zimmer- 
temperatur berechnen sich die Konstanten dieser Gleichung zu 


k = 0,000040,, c, = 1,008,. 


Der Wert fir c, stimmt demnach mit dem aus der empirischen 
Interpolationsformel abgeleiteten vollkommen überein. 

Resultate. In der angegebenen Weise findet man für die 
verschiedenen Beobachtungsreihen bei Atmosphärendruck fol- 
gende zusammengehörige Werte von c, und k. 


Kalori- | | ¢ im Watt-sec | 

meter | g-Grad | ; 
I + 20° | 1,009 | 0,000 035 
I | 1,018 | 0,000 009 
I | — 183 | 1,061 | 0,000 009 
IT) + 20 1,008 0,000 399 
II + 20 1,009 ' 0,000 040 
II - 18 | 1,020 0,000 009 
u — 183 1,055 0,000 009 


Der für die Wärmeverluste maßgebende Proportionalitäts- 
faktor A ist, wie zu erwarten, in tiefen Temperaturen sehr 
viel kleiner als bei Zimmertemperatur. Beim unversilberten 
Kalorimeter II wird A etwa 10mal größer als nach der Ver- 
silberung. Die mit beiden Kalorimetern erhaltenen Werte der 


1) Unversilbert. 
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spezifischen Wärmen stimmen gut miteinander überein. Selbst 
der mit dem unversilberten Kalorimeter II bei Zimmer- 
temperatur erhaltene Wert weicht von dem Wert mit ver- 
silbertem Kalorimeter nur unerheblich ab. 

Um die Übereinstimmung vergleichbarer Werte unter- 
einander zu erkennen, sind rückwärts die Zahlen für & in den 
Ausdruck für c eingesetzt; die so erhaltenen Werte sind unter 
e(beob.) in der Tabelle aufgeführt, in der letzten Spalte der 
Tabelle sind ihre Abweichungen ö von den berechneten 
e,-Werten in Einheiten der dritten Dezimale hingeschrieben. 
Auf Grund dieser Zahlen kann man die innere Übereinstim- 
mung unserer Versuche bei Zimmertemperatur auf +1 Promille 
bewerten; bei tieferen Temperaturen ist die Übereinstimmung 
etwas geringer. 


4. Schlußergebnis. 


Die gefundenen spezifischen Wärmen der Luft sind als 
Mittelwerte beider Kalorimeter in der folgenden Tabelle zu- 
sammengestellt. Hinzugefügt sind die entsprechenden Werte 
in kalorischem Maße, welche sich aus denjenigen in elek- 


trischem Maße durch Multiplikation mit dem Wärmeäquivalent 
Kal,, 


‘ 
der Wattsekunde 0,23865 Waites ergeben. 


Spezifische Wärme der trockenen, kohlensäurefreien atmosphärischen 
Luft unter Set 


Temperatur | in - Grad 


+20° | 1,009 | 0,240, 


- 3 1,019 | 0,243, 
— 188 | 1,058 | 0,25%, 


Die Versuche ergeben, ebenso wie die Versuche von Swann, 
die spezifische Wärme der Luft bei Zimmertemperatur be- 
trächtlich größer als sie andere Beobachter (insbesondere Reg- 
nault) früher gefunden haben. Dem von Swann nur in kalori- 


schem Maße angegebenen Schlußwert 0,24173 en liegt 


als Arbeitswert der 20°-Kalorie der Wert 4,180 Watts sec ZU- 
grunde. Hieraus berechnet man den mit dem unserigen direkt 


ts- 
hr 
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vergleichbaren Wert der spezifischen Wärme der Luft bei 20° 


in elektrischem Maße 1,010 St - Die Ubereinstimmung 
ist eine vollkommene. 
Der gefundene Wert von c, erlaubt auch das Verhältnis 


der spezifischen Wärmen der Luft c,/c,= zu berechnen. 


Allgemein gilt 


Benutzt man zur Berechnung der Größen der rechten Seite 
die van der Waalssche Zustandsgleichung, so erhält man für 
Atmosphärendruck und Zimmertemperatur 

R Watt-sec 

cy = “ ? 1,0045 Grad 
wo R= 8,316 die Gaskonstante, M = 28,95 das Molekular- 
gewicht der Luft bedeutet. Hieraus ergibt sich mit 
c, = 1,009 re 
x= 1,400,. 


Mit abnehmender Temperatur steigt die spezifische Wärme der 
Luft an. Die Zunahme ist bereits bei — 78° angedeutet und 
beträgt bei — 183° nahezu 5 Proz. Bei dem reduzierten Druck 
von ?/, Atm. ist bei —183° die Zunahme zwar auch beob- 
achtet (vgl. die beiden letzten Zeilen der Tabelle für Kalori- 
meter I p. 88); sie erscheint aber in geringerem Betrage (3 Proz.). 
Die Luft zeigt also qualitativ in der Nähe ihres Konden- 
sationspunktes ein ähnliches Verhalten, wie es Knoblauch 
und Jakob!) und später Knoblauch und Mollier?) bei 
Wasserdampf beobachtet haben. 

Nach Linde®°) läßt sich die spezifische Wärme c, beim 
Drucke p und der absoluten Temperatur 7 darstellen durch 
die von der Temperatur unabhängige spezifische Wärme c im 


1) O. Knoblauch u. M. Jakob, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 51. p. $1 
—88, 124—131. 1907; Mitteil. über Forschungsarb. a. d. Geb. d. Inge- 
nieurw. Heft 85 u. 36. p. 109—152. 1906. 

2) O. Knoblauch u. Hilde Mollier, Zeitschr. d. Ver. d. Ing. 53. 
p. 665—678, 1911. 

3) C. Linde, Münchener Sitzungsber., Mathem.-physik. Kl. 27. 
p. 485—489. 1897. 
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idealen Gaszustand, d. h. für einen unendlich kleinen Druck 
nach der Gleichung 

| 

e 7 
Die Konstante berechnet sich auf Grund der Beobachtungen 
des Joule-Thomsoneffektes; wird p in Atmosphären gemessen, 
so ist für Luft «= 21500. Nach den Untersuchungen von 
Linde gilt diese Beziehung bei kleinen Drucken bis zur Kon- 
densationstemperatur der Luft. 

Mit Hilfe dieser Formel kann man unter Elimination 
von c aus der spezifischen Wärme c, = 1,009 bei Zimmer- 
temperatur und Atmosphärendruck die spezifische Wärme c 
bei dem gleichen oder einem anderen Drucke und einer tieferen 
Temperatur berechnen. Es ergibt sich so unter Atmosphären- 
druck in Watt-sec/g-Grad 


bei — 78° c,= 1,013, 

„ —183° ce, = 1,065, 
unter dem Druck von ?/, Atm. 

bei —183° c, = 1,045. 


Diese Zahlen stimmen mit den von uns gefundenen Werten 
bis auf wenige Promille überein. 


Charlottenburg, Oktober 1911. 
(Eingegangen 6. November 1911.) 
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6. Uber die Abbildung 
eines Gitters bei asymmetrischer Abblendung;') 


von Mieczyslaw Wolfke. 


In der Arbeit „Über die Abbildung eines Gitters bei 
künstlicher Begrenzung‘?) wurde die Abbildung eines Gitters 
untersucht in Fällen, wo die Abblendung des Beugungsbildes 
symmetrisch war, jetzt wollen wir den Fall betrachten, wo 
das primäre Beugungsbild mit einer zu der optischen Achse 
unsymmetrisch liegender Blende teilweise abgeblendet wird. 
Dieser Fall ist deswegen interessant, weil er zu einem schein- 
baren Widerspruch zwischen der Abbeschen Abbildungstheorie 
und den experimentellen Tatsachen führt. 


81. Allgemeine Intensitätsgleichung. 


Auf Grund der Abbeschen Abbildungstheorie®) findet 
man für die Lichtbewegung 8, in einem Punkte des sekundären 
Bildes, d. h. des Abbildes, folgende Gleichung: *) 


f — (XP) 


Apertur Objekt 
_ F@-X)_ 2], 
A 


wo K eine Konstante ist, A die Wellenlänge, X Y die Koordi- 
naten der Objektebene, zy die Koordinaten der zu der Objekt- 
ebene konjugierten Ebene, & 7 sind die anguläre Breite und 


1) M. Wolfke, „Über die Abbildung eines Gitters bei künstlicher 
Begrenzung“. Inaug.-Diss. Breslau 1910. Vgl. Kap. II p. 43—47. 

2) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 34. p. 277—310. 1911. 

8) E. Abbe, „Die Lehre von der Bildentstehung im Mikroskop“. 
Bearbeitet und herausgegeben von O. Lummer u. F. Reiche. Verlag 
Fr. Vieweg & Sohn. Braunschweig 1910. 

4) E. Abbe, l.c. vgl. p. 87, Formel (68). 
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anguläre Höhe des primären Beugungsbildes, g(X Y) ist der 
Durchlässigkeitskoeffizient des Objektes, w(XY) die Phasen- 
verzögerung der Wellen bei Durchgang durch die Objekt- 
schicht, ¢ die Zeit und 7’ die Schwingungsdauer. 

Erfolgt die Abblendung des primären Beugungsbildes un- 
symmetrisch, so sind die Integrationsgrenzen der Variablen & 
in dem Ausdrucke (1) nicht symmetrisch zu Null. Die Inte- 
grationsgrenzen der Variablen 7’ und das Gitter selbst mögen 
jedoch symmetrisch bleiben. Wenn wir den Ausdruck (1) nach 
der Variablen 7’ und Y integrieren, und daraus die Intensitäts- 
verteilung /, im Abbilde berechnen, so erhalten wir: 


fer 


wo «@,'a, die Grenzwerte fir & und + 4 die Grenzwerte 


fir X sind. 
Wir berechnen diese beiden Integrale fir ein Gitter auf 


folgende Weise: ') 


a,’ i=N gi 


a,’ i=1 P; 
= | dé > — - 
i=1 
a 
Nyo 
fa sin @ ona 
@ yo a 
7 sin 
Wy 


1) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 1. c., vgl. $2 p. 283 und § 3 p. 286. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 7 
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und 

a! +4 x a,’ i=N 4 E 
fag faxgnsin _ faxsin 
a,’ — A a’ i=l P; 


ae 
sin S 2n = 
= | d&2 
a,’ 
= | sin —, 
e A 
a,’ 
Nyo 
sin @ 2a - £0 
da- 
sin 7° 
2a 


wo p,q, die Randkoordinaten eines i** Spaltes des Gitters 
sind, 2a die Breite eines Gitterspaltes, y die Gitterkonstante, N 
die Spaltzahl, e eine Konstante bedeutet und ® den Wert 
= hat. 

Die Intensität J, ist daher 


We 
. Nyo 2 
| sing 
I, = const., do - —— » — : Cos - 
2 | @ . 10 a 
sin — 
e 2a 
@ı 
(2) ‘ 
bd 2 
+ d sin @ 2a 
@ ¥@ | 
sin 
2a 


wo const., eine Konstante bedeutet. 


Wir nehmen jetzt an, daß eine Reihe unsymmetrischer 
Maximis zur Wirkung kommt, und zwar das it, At, l®..., 


| 
= 

@, 
| 


tters 
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jedes von ihnen besitzt noch rechts und links je zwei Neben- 
maxima. Dann wird die Intensität'): 


2x a(Nj+3) 
Ny N 5 
@ 
| 
sin @ 2a zo 
I, = const., d 
@ Y a 
| sin 9 
2a a(Wj—8) 
Ny 
Ny 
Nyo 
+ > dw » — - — —— » sin ——| |. 
@ a yo a 
kyle. sin | 
Ny 


Wir führen bei beiden Integralen eine Transformation 
aus, indem wir als erste neue Variable w, nehmen, wo 


2a \ 
und nach ausgeführten Verkiirzungen eine zweite Variable » 
einführen, wo w, = 2aw,/y. Wir erhalten auf diese Weise: 


sin anaj 5 

; 2nzj 

I, = const., | > (—1)@-0s.2 - cos J 

j=i,k,l... 
3) 
2 
jai, kl... 


\ Y 

wo J in einem Gitterintervall einen nahe konstanten Wert hat. 
In der ersten Klammer kommen nach der Quadratur Glieder 
von folgender Form vor: 


A, cos? und 4,cos COS m 


in der zweiten 


B, sin? 272? und B, sin -sin 
Wir sehen sofort, daß die Glieder unverändert bleiben, 


wenn man x durch (—z) ersetzt. 


1) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 1. c., vgl. $ 6 p. 290. 
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Folglich ist das Abbild symmetrisch zum Nullpunkt. 
Geht man vom Punkte z zum Punkt (y— z), so erhält man: 


4, —z)=A, cos? (2 aj— | = A, cos? 


A, cos (y — z)- cos (vy — 2) 


= 4, cos (2m k— cos (281 - 


=) = A, cos 


B, sin? (y — x) = B, sin? (2 aj— = B, sin? 
22k 
B, sın (y 2) +-Ssın —— z) 
r 7 
= B, sin sin (2x i- *) =B, sin ‚sin 27. 
Y 


Auch jetzt bleiben die Glieder unverändert. 

Folglich ist das Abbild in jedem Gitterintervall zu Mitte 
des Intervalls symmetrisch. 

Diese nach der Theorie gefundene Symmetrie hat aber 
das Experiment im allgemeinen Falle nicht bestätigt, vielmehr 
ergab sich bei asymmetrischer Abblendung in jedem Gitter- 
intervall ein asymmetrisches Abbild. 

Es wurde eingehend untersucht: der Einfluß des Lichtes, 
der Art der Beleuchtung und der Lage des Gitters; es zeigte 
sich jedoch, daß die Faktoren keinen Einfluß auf die Erschei- 
nung ausüben.) 

Erst als über 60 verschiedene Diffraktionsplatten geprüft 
waren, da fand man, daß die Ursache der Asymmetrie ledig- 
lich in der Durchsichtigkeit der Silberschichten liegt. Es 
stellte sich nämlich mit Sicherheit heraus, daß die wenigen 
Diffraktionsplatten, deren Versilberung genügend stark war, so 
daß die Gitterstäbe kein merkliches Licht durchlassen konnten, ein 
mit der Theorie vollständig in Einklang stehendes symmetrisches 
Abbild gaben — und daß die Asymmetrie nur bei denjenigen 
Platten sich zeigte, wo die Versilberung relativ schwach war, so 
daß die Gitterstäbe noch merklich Licht durchließen. 


1) Diese Versuche wurden im Physikalischen Institut zu Breslau 
begonnen. 
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an: $ 2. Ein i: Maximum und das Zentralbild. 


= Im folgenden wird als Beispiel die Wirkung des Zentral- 
bildes und des i** Maximums rechts betrachtet. 
Nach Gleichung (2) ergibt sich für die Intensität J,: 


N 
| | sino 2a 
I, = const., | |2 | dw --—— » - cos —— 
| sin 2° 
a 
22a(Ni + 3) 22a(Ni+3) 
@ ro a . yo a | 
sın 
2a 
tte 
a Das Integral mit sin-““- verschwindet für das nullte 
a 
hr Maximum, da die Integrationsgrenzen in dem Falle symme- 
T- trisch zu Null liegen. 
Nach der ausgefiihrten Transformation (3) bekommen wir: 
8, 2 
te I 4 t 1 1 
ft 2nai 2 
1) Y 3 
—_ 1\ -DVi, . 
m = Bl — 
4const., |1+ +(—1) 2 J*, 
r 
- Um den Verlauf der Intensität näher zu untersuchen, be- 
trachten wir den Faktor A: 
._ 2nai\2 ._2nai 


4 Y 


102 M. Wolfke. Abbildung eines Gitters usw. 


Die erste Ableitung 04/dz dieses Faktors ist: 


2nai 


sin 


Die Intensität verläuft cosinusartig und in den Punkten: 
1, (=0,1,2..,) 


26’ 
befinden sich die Extremaistellen. Die Maxima sind: 
. 2naila 
sin 
Max. I, = 4 const., |1 + ———-| ; 
Y 
die Minima 
2nail2 
sin Y 
Min. zZ = 4 const., 1— BEITTE 
Y 


In jedem y-Intervall wird das Abbild also i Maxima haben. 
Die Lage der Maxima ist unabhängig von N, wenn i gerade 
ist, aber abhängig von N, wenn i ungerade ist. 
Das Abbild hat also dieselbe 
Form, wie in dem Falle, daß 
beiderseits die i” Maxima zum 
nullten Maximum hinzukommen. 
Se Nur sind hier keine Zwischen- 
maxima möglich.') 
BEN. Die Figur zeigt den Ver- 
lauf der Intensität für i = 2. 


Es sei mir erlaubt, Hrn. Prof. Dr. O. Lummer für die 
Anregung zu dieser Arbeit, und gleichzeitig Hrn. Dr. Köhler 
dem Abteilungsvorsteher der Mikroabteilung der Zeißwerke in 
Jena für das reiche experimentelle Material, das er mir in 
liebenswürdiger Weise zur Verfügung stellte, und für das 
Interesse, das er an meiner Arbeit äußerte, meinen ver- 
bindlichsten Dank auszusprechen. 


Jena, Optisches Institut Carl Zeiß, November 1911. 


1) M. Wolfke, Ann. d. Phys. 1. c., vgl. $ 7 p. 294. 
(Eingegangen 7. November 1911.) 
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7. Die Zustandsgleichung in angendherter 
Rechnung; 
von L. Pochhammer. 
Die von van der Waals aufgestellte Zustandsgleichung 


RT 
(1) 


(7 die absolute Temperatur, p der Druck, v das Volumen, 
a und 5 Konstante, # die Gaskonstante), in der zum ersten- 
mal das Prinzip der Kontinuität von Flüssigkeit und Dampf 
durchgeführt wurde, weist bekanntlich, wie groß auch ihre 
Bedeutung für die Physik sein mag, noch erhebliche Ab- 
weichungen von den beobachteten Werten auf. Abände- 
rungen der van der Waalsschen Gleichung sind von einer 
Reihe von Autoren vorgenommen worden, von Clausius, 
Lorentz, Sarrau, Sutherland, Batelli, Jäger, Boltz- 
mann, Dieterici, Reinganum, Rose-Innes und Young, 
Berthelot u. A.!) Es wurden partielle Verbesserungen er- 
reicht, namentlich in bezug auf den von den kritischen Kon- 
stanten abhängigen Quotienten RZ /p,v,, der nach der van 
der Waalsschen Gleichung den Wert 2?/, annimmt, während 
er für die meisten bisher untersuchten Stoffe größer als 3?/, 
gefunden wurde. Durch einige der abgeänderten Gleichungen 
wird das Sättigungsgebiet besser dargestellt, andere Glei- 
chungen weisen Vorzüge für die Seite des Dampfes oder für 
die Seite der Flüssigkeit auf; aber fast immer werden die auf 
der einen Seite gewonnenen Vorteile durch Nachteile auf der 
anderen kompensiert. Es ist bisher noch keine Zustands- 


1) Man vgl. J. P.Kuenen: „Die Zustandsgleichung der Gase und 
Flüssigkeiten und die Kontinuitätstheorie, p. 159—212, Braunschweig 1907, 
sowie auch O. D. Chwolson, „Lehrbuch der Physik“, übersetzt von 
Berg, Bd. 3. p. 798—813, Braunschweig 1905. 
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gleichung ermittelt worden, die fiir ein umfangreicheres Gebiet 
sowohl die Volumen des Dampfes als die der Flüssigkeit im 
ganzen richtig wiedergäbe. 

In den nachstehenden Rechnungen wird nun versucht, der 
Zustandsgleichung eine Form zu geben, die in angenäherter 
Weise und unter Beschränkung des Gebietes die letztgenannte 
Forderung erfüllt, die also beide Seiten der Isothermen zu 
verfolgen gestattet. Jedoch werden hier nur Temperaturen, 
die nicht über die kritische hinausgehen, berücksichtigt; ferner 
tritt eine Beschränkung in bezug äuf die Höhe der Drucke 
ein. Die Rechnungen sind für vier Substanzen durchgeführt 
und mit den Beobachtungen verglichen worden, nämlich für 
er Äthyläther, Athylalkohol, Isopentan und normales Pentan. Zum 

A Vergleich wurden die Untersuchungen von Ramsay und 
| Young’), Amagat?), Young*) und Rose-Innes und Young‘) 
1 benutzt. Es ist im allgemeinen eine ziemlich gute Überein- 
He stimmung erreicht worden; indessen ist die Rechnung nicht 
Be | genau genug, um auch für die Differentialquotienten die aus 
der Beobachtung folgenden Werte zu liefern. 

In einem zweiten Abschnitt werden auf Grund der auf- 
gestellten Zustandsgleichung Rechnungen angeschlossen, die 
einen Beweis des (bisher nur empirisch gewonnenen) Satzes 
er von Cailletet und Mathias‘) für den oberen Teil des Sätti- | 
N gungsgebietes enthalten und die zugleich zu der Folgerung | 
| führen, daß beim kritischen Punkt die Verdampfungswärme 

sich dem Werte Null wie die Quadratwurzel von 7, — 7 nähert, 


L 
Für die im folgenden angestellte Näherungsrechnung ist 
in Übereinstimmung mit der van der Waalsschen Gleichung 
das Prinzip festgehalten worden, daß das Volumen v durch eine 
algebraische Gleichung dritten Grades bestimmt sein soll. Sind 


1) W. Ramsay u. S. Young, Phil. Trans. Roy. Soc. London 177. 
p- 123. 1886; 178. p. 57. 1888. 

2) E.H. Amagat, Ann. de chim. et de phys. (6) 29. p. 533. 1898. 

3) S. Young, Proc. Phys. Soc. London 13. p. 635. 1895', deutsch 
erschienen in der Zeitschr. f. physik. Chem. 29. p. 223. 1899. 

4) J. Rose-Innes u. S. Young, Phil. Mag. (5) 47. p. 353. 1899. 

5) L. Cailletet u. E. Mathias, Journ. de phys. (2) 5. 1886 und 
Compt. rend. 102. p. 1202. 1886. 


| = 


Zustandsgleichung in angenäherter Rechnung. 105 


Temperatur und Druck gegeben, so hat das Volumen der 
Substanz im allgemeinen nur einen Wert, im Sättigungsgebiet 
aber zwei Werte. Dieses charakteristische Verhalten läßt sich 
durch eine quadratische Gleichung nach v nicht wiedergeben; 
denn bei den Gleichungen zweiten Grades stellt der Fall, daß 
man für die Unbekannte nur einen Wert erhält, die Ausnahme 
und den Übergang zu imaginären Werten dar. Daher ist, 
wenn man für v eine algebraische Gleichung annimmt, der 
dritte Grad der niedrigste, der in Betracht kommt. Auf diese 
Weise wird man in dem Bestreben, die Zustandsgleichung in 
angenäherter Rechnung möglichst einfach zu gestalten, ohne 
weiteres zu der Forderung geführt, daß in ihr nach Fort- 
schaffung der Nenner die Größe v nur in den drei ersten Po- 
tenzen vorkommen soll. Es wird dann, wie aus der Theorie 
der van der Waalsschen Gleichung bekannt ist, von ge- 
wissen Lösungen der kubischen Gleichung abgesehen, falls bei 
dieser alle drei Wurzeln reell sind. Ferner muß die Gleichung 
im kritischen Punkt eine dreifache Wurzel haben. 

Wenn die Zustandsgleichung als kubische Gleichung für v 
vorausgesetzt wird, so liegt der Gedanke nahe, die van der 
Waalssche Gleichung im übrigen unverändert beizubehalten, 
jedoch die Konstanten a und 5 durch Funktionen der Tem- 
peratur und des Druckes zu ersetzen. Eine einfache Rech- 
nung zeigt indessen, daß die Gleichung (1) stets für den Quo- 
tienten RT’ /p,v, den von der Erfahrung nicht bestätigten 
Wert 2°/, liefert, auch wenn man unter a und 5 zwei be- 
liebige Funktionen von 7 und p versteht. Die Abänderung 
der Gleichung (1) muß daher in anderer Weise versucht werden. 

Von den zwei Summanden auf der rechten Seite von (1) 
rührt der erste von der kinetischen Energie des Massensystems 
her; er entspricht demjenigen Bestandteil der Molekularbewe- 
gung, der sich im Normaldruck äußert. Neben dieser Be- 
wegung, die als ein Fortschreiten der Moleküle aufgefaßt wird, 
treten, wie man annimmt, andere Molekularbewegungen auf, 
die keinen wesentlichen Einfluß auf den Normaldruck aus- 
üben und unter denen besonders Rotationen verschiedener Art, 
sowie Schwingungen innerhalb des Moleküls zu nennen sind. 
Es ist nun kaum wahrscheinlich, daß der Maßstab, nach 
welchem sich die gesamte kinetische Energie auf die einzelnen 
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Bewegungsformen verteilt, in allen Fällen derselbe sein sollte; 
die Prozentsätze der Verteilung werden vielmehr im allgemeinen 
als variabel anzusehen sein. In bezug auf die fortschreitende 
Bewegung erscheint daher die Annahme zulässig, daß ihr An. 
teil an der Gesamtbewegung mit zunehmendem Druck kleiner 
wird, weil durch die größere gegenseitige Annäherung der 
Moleküle eine Verstärkung anderer Bewegungsformen eintritt, 
Indem wir von dieser Voraussetzung ausgehen, die für ein 
wachsendes p ein Abnehmen des genannten Summandus er. 
fordert, fügen wir zu letzterem einen Faktor 1/1-+Bp hinzu, 
in welchem B eine positive Konstante bedeutet. Die Einführung 
eines solchen Faktors hat zugleich die Wirkung, daß die drei 
kritischen Konstanten 7’, p,,v, voneinander unabhängig werden, 
so daß der Quotient R7,/p,v, jeden beliebigen Wert an- 
nehmen kann. 


Der zweite Summandus der rechten Seite von (1) stellt 
nach van der Waals den Wert dar, um den sich der Druck 
durch die gegenseitige Anziehung der Moleküle verringert. 
Dieser Summandus soll zunächst nach dem Vorgang von 
Clausiaus!) dahin abgeändert werden, daß der Nenner vo 
durch (v + A)?, wo A eine positive Konstante ist, ersetzt wird. 
Clausius gibt in seiner Abhandlung keine näheren Gründe 
für diese Änderung an. Hier möge folgendes für die Wahl 
des Nenners (v + A)? angeführt sein. 


Da es sich um Zug- und Druckkräfte handelt, die pro- 
portional zur Fläche sind und die, wie man sich vorstellt, aus 
einer sehr großen Zahl kleiner, an den einzelnen Molekülen 
wirkender Kräfte gebildet werden, so hat die Dichte der Sub- 
stanz auf dieselben einen doppelten Einfluß. Nimmt die Dichte 
zu, so vermehrt sich allgemein, also auch an der Grenzschicht, 
die Zahl der in der Wirkungssphäre enthaltenen Moleküle. 
Infolgedessen wächst einerseits die Zahl der kleinen Kräfte, aus 
denen die Flächenkraft sich zusammensetzt; andererseits werden 
diese kleinen Kräfte selbst größer, weil bei jedem einzelnen 
Molekül die Zahl der auf dasselbe einwirkenden, d.h. in der 
Wirkungssphäre liegenden Moleküle gewachsen ist. Aus diesen 


1) R. Clausius, Wied. Ann. 9. p. 337. 1880. 
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Gründen setzt van der Waals?) die in Rede stehende An- 
ziehung proportional zum Quadrat der Dichte, oder was das- 
selbe bedeutet, umgekehrt proportional zum Quadrat des 
Volumens. Die Abhängigkeit der gegenseitigen Anziehung der 
Moleküle von ihrem Abstand zieht er nicht in Rechnung, weil, 
wie er ausführt, bei den in immerwährender Bewegung be- 
findlichen Molekülen doch nur ein Mittelwert der ausgeübten 
Anziehung in Betracht komme. Dem gegenüber läßt sich nun 
die Ansicht vertreten, daß der van der Waalssche Ausdruck 
a/v? einen zu großen Wert für die Anziehung angibt, weil die 
Verkleinerung des Molekularabstandes bei zunehmender Dichte 
auch in ihrer Wirkung auf die Funktion der Anziehung be- 
rücksichtigt werden muß. Wenn zwei Moleküle einander 
äußerst nahe kommen, so verwandelt sich, wie allgemein an- 
genommen wird, die Anziehung in Abstoßung. Daher wird 
bei einem in der Grenzschicht befindlichen Molekül (dessen 
Wirkungssphäre als Halbkugel oder Kugelsegment gelten kann) 
im Fall hohen Druckes vorausgesetzt werden dürfen, daß es 
von den ihm unmittelbar benachbarten Molekülen eine Ab- 
stoBung erfährt, während es von den übrigen Molekülen der 
Wirkungssphäre angezogen wird, daß also die bei dem Molekül 
auftretende Resultante sich aus Anziehungen und Abstoßungen 
zusammensetzt. Sobald man dieses annimmt, was hier ge- 
schehen soll, müssen die van der Waalsschen Schlüsse modi- 
fiziert werden, da dann nicht mehr die Dichte allein maßgebend 
ist. Der Ausdruck a/v? wurde für die resultierende Anziehung 
unter der Voraussetzung abgeleitet, daß alle Moleküle der 
Wirkungssphäre anziehende seien. Derselbe ist offenbar durch 
einen kleineren Ausdruck zu ersetzen, wenn neben den an- 
ziehenden Molekülen auch abstoßende vorhanden sind. Nun 
wurde für die Näherungsrechnung, die hier unternommen wird, 
das Prinzip aufgestellt, daß die Zustandsglejchung eine kubische 
Gleichung nach v sein solle. Infolgedessen behalten wir im 
Nenner des zweiten Summandus eine ganze Funktion zweiten 
Grades von v bei, schreiben jedoch (v + 4)? statt v?, was für 
hohe Drucke, wo v sehr klein ist, einen erheblichen Unter- 


1) „Die Kontinuität des gasförmigen und flüssigen Zustandes“, 2. Aufl. 
Leipzig 1899. Teil I. p. 66—67. - 
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schied ausmacht. Im übrigen benutzen wir den Zähler dieses 
Summandus, um einen genaueren Ausdruck für die Verminde. 
rung der Anziehung bei höheren Drucken zu gewinnen. Wir 
führen statt des konstanten Zählers a eine Funktion ein, die mit 
wachsendem Druck abnimmt. Die letztere Funktion kann, 
wenn & ihr Wert im kritischen Punkte ist, durch k-H be 
zeichnet werden, wo H dann eine Funktion ist, die im kritischen 
Punkt den Wert 1 hat. 

Wir geben demnach der Zustandsgleichung die Form 

v—b 1+Bp (vw + 

woselbst 5, B, A,k Konstanten bedeuten, & die Gaskonstante, 
während H variabel ist, aber die Größe v nicht enthält. 

Durch Multiplikation mit 


(e + Ar 
p 
ergibt sich aus (2): 
(v — b)(v + A) + (v—d)=0. 


Die linke Seite dieser Gleichung muß sich fir 7= 7, p =p, 
(wo H= 1 wird) auf den Ausdruck (v — v,)? reduzieren, da im 
kritischen Punkte die dreifache Wurzel v, vorausgesetzt wird. 
Durch die Substitution 
v+A=vV, v=v-A 
entsteht nun die Gleichung: 
RT 
Die linke Seite derselben muß, wenn die Werte 7 = 7', p = p,, 
H= 1 eingesetzt werden, in (v’ — 4 — v,)übergehen, d. h. in 
v3 — (A+v). 
Die Vergleichung der Koeffizienten der einzelnen Potenzen 
von v’ liefert die drei Bedingungen: 


RT, 
(3) = 8(4 


+b)=(4+v,). 
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Indem man die dritte dieser Gleichungen durch die zweite 
dividiert, findet man 
A+b=}(4+v), 


wodurch die erste Gleichung sich in 
verwandelt. Statt 4 und B mögen zwei andere Konstanten « 
und # durch die Gleichungen 


(4) A=vua, B= 2 
eingeführt werden. Dann lauten die aus (3) folgenden Be- 
dingungen: 


Bits 
pe, 


k=38p_v7(1 + 
Zur Abkürzung bezeichnet man durch «, und y die Konstanten 


5 AR; 
0) : 


Dann ist 3 mit y durch die Gleichung 
3 
{6) 


verbunden; ferner ist 6=«a,v,. Werden für 5, B, A,k die 
genannten Werte eingesetzt, so entsteht aus (2) die Gleichung 


RT 1 3p, 0,2(1 +o)? H 
Bp 


RT 1 sl + 


ses 
le- 
Vir 
nit 
In, 
)e- 
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| 
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| 
Px 
der man nach Division mit p, die Form 
Pa v,, Px 
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geben kann. Statt 7, p,v werden nun die auf die kritischen Kon. 
stanten bezogenen Variablen 9, IT, g mittels der Gleichungen 


eingeführt. Dann erhält man nach Berücksichtigung von (6) 
die Zustandsgleichung 
1 te) 


die den folgenden Rechnungen zugrunde gelegt worden ist. Über 
die Konstante « und die Funktion H kann verfügt werden, 
Hat man den Wert « gewählt, so sind damit nach (5) und (6) 
auch «, und # bestimmt; die Konstante y ergibt sich aus den 
kritischen Daten. 

Um Aufschluß über die Funktion H zu gewinnen, kann 
man in die Gleichung (8) die durch die Beobachtung gelieferten 
Wertsysteme #, IZ, p einsetzen und die Gleichung nach 7 auf. 
lösen. In dem Ausdruck für H ist dann nur die Konstante « 
unbekannt. Es zeigt sich nun, daß, wenn & passend gewählt 
wird, die Größe H in-den Intervallen, die hier behandelt werden, 
nur wenig von der Temperatur abhängt. In unserer an- 
genäherten Rechnung wird daher H als Funktion von p allein 
angesehen. Auch konnte ein verhältnismäßig einfacher Ausdruck 
für H angewendet werden. Wir setzen 


(9) H = erü-m = 100,429 (1 - Im), 
wo h eine Konstante bedeutet. Nach (9) ist: 
log dec H = 0,43429-h(1 — IT). 


Im kritischen Punkt, wo 77 = 1 ist, hat auch die Funktion (9) 
den Wert Eins. Die Zustandsgleichung (8) enthält, wenn für H 
die Funktion (9) substituiert wird, außer den kritischen Kon- 
stanten und der Gaskonstante noch die zwei aus den Beob- 
achtungen zu bestimmenden Konstanten & und A. 

Für die obengenannten vier Substanzen: Äthyläther, Äthyl- 
alkohol, Isopentan und normales Pentan ist mittels der Glei- 
chungen (8) und (9) eine Reihe von Volumen berechnet worden. 
Die nachstehenden Tabellen enthalten jedoch nicht die Werte 
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von v selbst, sondern die Werte von gy, d.h. von v/v,. In 
nebenstehende Rubriken sind die entsprechenden Werte g, 
die aus der Beobachtung stammen, gesetzt worden. Wo es 
sich um den Druck p, des gesättigten Dampfes handelt, be- 
deutet g, den Wert von 9 für die Flüssigkeit und g, den 
für den Dampf. Durch ¢ wird, wie üblich, die Temperatur in 
Celsiusgraden bezeichnet. 

Für die kritischen Konstanten sind die Werte angewendet 
worden, welche Sydney Young in Proc. Roy. Dublin Soc. 12. 
p. 374. 1910 angegeben hat. 


1. Äthyläther. 


Bei Äthyläther wurden in den Gleichungen (8) und (9) für 
« und A die Werte 


(10) «= 0,125, h= 0,28 
gewählt. Die kritischen Konstanten sind (Young 1. c.) 
t, = 193,8°, p = 27060 mm (35,606 Atm.), v, = 3,810, 
wodurch für «,, 7, 8 nach (5) und (6) die Werte 
=0,25, 3,818, 0,271 


erhalten werden. Die Gleichung (8) läßt sich durch ein Nähe- 
rungsverfahren ziemlich leicht auflösen, da man die beobach- 
teten Werte als Anhalt hat. Die in Kolumne 4 der unten- 
stehenden Tabelle angeführten Beobachtungsresultate sind teils 
der zitierten Abhandlung von Ramsay und Young, Part III 
in Band 178 der Philos. Transactions, in der Drucke bis zu 
40000 mm (ca. 52 Atm.) zur Anwendung kommen, teils der von 
Amagat, die sich auf sehr hohe Drucke bezieht, entnommen 
worden. Von letzterer Abhandlung wurden aber nur die 
Drucke bis 250 Atm. berücksichtigt, da für die höheren Drucke 
die Abweichungen stark anwachsen. Die Kolumne 3 enthält 
die durch Auflösung von (8) gefundenen Werte p für die Iso- 
thermen ¢ = 50°, 100°, 150°, 175° und für die kritische Iso- 
therme. Zur leichteren Orientierung sind die Drucke sowohl 
in Millimetern als auch in Atmosphären angegeben worden. 
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— 
| Druck ‘ Druck | @ ber. @ beob. | Beobachter 
in mm in Atm. | 
t = 50° | 1000 1,316 68,9 | 67,2 R. u. Y, 
53,5 | 51,6 
| P, = 1276 1,679 0,857, 0,388 : 
10000 13,158 0,384 | 0,384 | 
20000 26,316 0,382 | 0888 
40000 52,632 0,380 | 0,882 R 
76000 100 0,375 | 0,878 Amagat 
114000 150 0,366 0,875 
152000 200 0,358 0,371 2 
190000 250 | 0,888 | 0,368 | = 
ia: | | 
t=100° | 4000 5268 | 1,7 | 
| (ga=147 | 14,0 | 
= | ? ” 
hore =0,445, 0,429 | 
10000 13,158 0,440 | 0,428 | 
20000 26,316 | 0,488 0,425 Pe 
40000 | 52,632 | 0,424 | 0,419 Pr 
76000 100 | 040 | 0,14 Amagat 
| 114000 | 150 | 0,392 0,407 m 
152000 | 200 | 0,878 0,401 
190000 | 250 | 0,354 0,396 6 
t=150° | 4000 5,268 | 21,2 | 21,3 R. u. Y. 
10000 13,158 | 
{| | 
Ga=4,8 | 4,7 ” 
, = 1326 
3262 | 17,450 ‘Loy =0,56 | 081 
20000 26,816 | 0538 050 
| 
t= 175° 4000 5,2638 | 22,6 | 22,9 ' RuY 
10000 | 13,158 | 78 8,1 | 
20000 26,816 | 2,6 2,7 
24000 81,579 | 0,68 | 0,57 id 
34000 44,787 0,56 0,54 5 
40000 52,632 0,54 0,53 u 
| | | 
t=193,8°%| 10000 13,158 | 8,2 | Raw 
(Kritische | 20000 26,316 30 3,4 
e) 24000 81,579 2,0 2,3 | 2 
\p,= 27060 35,606 1,0 1,0 
34000 44,137 0,64 0,68 
| 40000 52,682 | 0,60 0,60 i 
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Auf der Dampfseite weichen nach dieser Tabelle die aus 
(8) berechneten Werte des reduzierten Volumens p von den 
beobachteten Werten um 2—5 Prozent ab. 

Auf der Seite der Flüssigkeit sind bei 50° die von 
Ramsay und Young gefundenen Werte fast genau dieselben, 
die man aus (8) erhält. Auch mit den Amagatschen Ver- 
suchen stimmen bei 50° die berechneten Zahlen bis zu 
150 Atm. gut überein; bei 200 Atm. macht die Abweichung 
5 Proz. aus, bei 250 Atm. 8 Proz. Auf der Isotherme ¢ = 100° 
beträgt bis zu 150 Atm. der Unterschied gegen die Beobach- 
tungen von Ramsay und Young und von Amagat nicht 
mehr als 4 Proz.; bei 200 Atm. ist die Differenz 7 Proz., bei 
250 Atm. schon über 10 Proz., sie nimmt also schnell zu. Für 
die Isothermen ¢ = 150° und ¢= 175° ergibt sich in bezug 
auf die Flüssigkeit ein weniger gutes Resultat als für 50° und 
100°. Dort unterscheiden sich für die mittleren Drucke die 
berechneten Werte von den beobachteten um 4—10 Proz.; bei 
52 Atm. ist die Differenz wiederum nur 2 Proz. Endlich liefert 
die kritische Isotherme für Drucke, die unterhalb des kritischen 
Punktes liegen (also kleiner als 35 Atm. sind) Abweichungen 
bis zu 13 Proz., während im Intervall von 44—52 Atm. nur 
solche von 2 Proz. auftreten. 

Die von Dieterici!) aufgestellte Regel, daß der partielle 
Differentialquotient 0p/O7, bei dem v für konstant gilt, sich 
im kritischen Punkt dem Werte 2 %/v, nähert, ist durch die 
Zustandsgleichung (8) nicht erfüllt; man erhält für den Differen- 
tialquotienten einen zu kleinen Wert. In dem Gebiet, das 
dem kritischen Punkt nahe kommt, liegen die aus (8) berech- 
neten Isothermen zu hoch, wie sich z. B. für ¢ = 175° aus der 
obigen Tabelle ergibt. Da nun die kritische Isotherme dort wieder 
richtig liegt, so sind in diesem Gebiete die Beträge, um welche 
p für ein konstantes v bei dem Übergang von einer Isotherme 
zur anderen wächst, nicht groß genug und daher der Zähler Op 
in Op/OT zu klein. 

Auch bei den drei übrigen hier behandelten Stoffen findet 
man, daß die Zustandsgleichung (8) sich den tiefer liegenden 


1) C. Dieterici, „Zur Theorie der Zustandsgleichung“, Ann. d. Phys 
(4) 12. p. 144. 1903. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 8 
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Isothermen besser anpaßt als den Isothermenbögen, die dem 
kritischen Punkt benachbart sind. Wegen der erfahrungsmäßig 
festgestellten starken Änderungen der Kompressibilität und der 
Ausdehnung durch die Wärme muß die Aufgabe, auch die 
Umgebung des kritischen Punktes in eine Zustandsgleichung 
einzubegreifen, als eine besonders schwierige angesehen werden, 
die vermutlich die Einführung einer größeren Zahl von Kon- 
stanten erfordern dürfte. 


2. Äthylalkohol, 
Für Äthylalkohol kamen die Konstanten 
11) a=0,155, h= 0,82 
und die kritischen Daten (Young l. c.) 
1, = 243,1°, p, = 47850 mm (62,961 Atm), v, = 3,630 
zur Anwendung. Nach (5) und (6) ist dann 
a, = 0,23, 7=4026, = 0,3072. 


Zum Vergleich der Rechnung mit den Beobachtungen dienten 
wiederum die genannten Abhandlungen von Ramsay und 
Young?) und von Amagat. Die Versuche von Ramsay und 
Young. erstrecken sich bis auf Drucke von 60000 mm 
(ca. 79 Atm.); die niedrigste Temperatur, für welche die Ver- 
fasser Beobachtungsreihen in bezug auf Flüssigkeit und Dampf 
angeben, ist 110° C. Aus der Abhandlung von Amagat 
kamen die Resultate für die Temperaturen von 100° und 198° 
und für die Drucke von 100—400 Atm. in Betracht. Die aus 
diesen Beobachtungen folgenden Werte von p sind, wie bei 
der ersten Tafel, neben die aus (8) berechneten gesetzt worden, 


| ber. i beob. | Beobachter 
t = 110° 2342 3,082 58,4 57,8 | Ru. Y 
2358 3,108 0,392 | 0,890 | 
20000 26,316 0,388 | 0,387 | 
40000 52,632 0,386 | 0,885 
60000 78,948 0,385 0,884 


i) W. Ramsay u. S. Young, Part II, Phil. Trans. 177. p.123. 1886. 


| 
| 
| 
| 


Zustandsgleichung in angenäherter Rechnung. 115 


t= 140° 


t=170° 


t= 200° 


t=198° 


t = 220° 


Druck 
in mm 


76000 
114000 
152000 
190000 
228000 
266000 
304000 


3012 
5653 
5760 
20000 
40000 
60000 


3301 
7131 
11816 
15000 
40000 
60000 


3559 
10863 
22015 
25000 
40000 
60000 


152000 
198000 
22>000 
266000 
304000 


3515 
15214 
29632 
40000 
60000 


100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 


3,963 
7,438 
7,579 

26,316 

52,632 

78,948 


4,343 

9,383 
15,539 
19,737 
52,632 
78,948 


4,683 
14,293 
28,967 
32,895 
52,632 
78,948 


200 
250 
300 
350 
400 


4,625 
20,019 
38,990 
52,632 
78,948 


| 


Beobachter 


Druck 
t= 10° | | 0377 | 0877 | Amagat 
g | 0,876 0,374 | 
n, | | | | 
0866| 0,869 | 
| | 0,356 0,366 | 
| 0,346 | 0864 | 
| 0886 | 0,862 | 
| | 0,416 
| | 0,421 0,411 
| | 0,416 0,407 | 
| | 0414 | 0,004 | 
| laze’ | aa | Ruy. 
| he 
115 11,8 3 
d | | 047 | 08 | 
d | | | 04 
m | 0,45 | 0,438 
| | | 
of Pe | 472 | 49,1 | R. u. Y. 
t | 18,9 | 
U | | 5,6 | 5,5 | ” 
0,55 | 0,49 | 
el | 1050 | 0,47 | 
| | | | 
044 | 044 | Amagat 
| 02 | O48 | 2 
| | 00 | 08 | 
4 | | | oss |* ow |, : 
| | oa | 
| | 
— | ı 50,0 | 51,3 ¥. 
| | | 10,4 
| 3,8 | 8,9 i 
| | 0,61 | 0,54 5 | 
; 0,55 0,52 
| | | } 
> 
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| Druck | Druck | ther. | beob: | Beobachten 


in mm in Atm. 
t=2431° 3721 | 4,896 49,4 51,3 R. u. Y. 
(Kritische 12260 16,182 | 18,4 14,7 | 
Isotherme) | 20158 26,524 72 | 8,3 | 
29438 38,734 4,2 5,0 Br 
44367 58,378 1,8 2,2 ‘i 
|p, =47850 62,961 1,0 1,0 


t=244° 60000 78,948 0,64 0,68 


Die Tabelle läßt erkennen, daß Athylalkohol sich ganz 
ähnlich wie Äthyläther verhält; nur ist zu berücksichtigen, 
daß sowohl die kritische Temperatur als auch der kritische 
Druck höher sind als bei Äthyläther. 

Auf der Dampfseite betragen die Abweichungen von den 
Beobachtungen für die Temperaturen von 110—170° C. un- 
gefähr 1—3 Proz., für die höheren Temperaturen 2—7 Proz. 
Auf der Seite der Flüssigkeit stimmen für ¢= 110° die be- 
rechneten Zahlen sehr gut mit denen von Ramsay und Young 
überein. Gegen die Amagatschen Werte ergeben sich bei 
100° in dem Druckintervall von 100—250 Atm. nur Differenzen 
von 1 Proz., bei Drucken von 300—400 Atm. solche von 
3—8 Proz. Auf der Isotherme ¢ = 140° betragen die Unter- 
schiede gegen die Beobachtungen von Ramsay und Young 
nicht mehr als 3 Proz., bei 170° ungefähr 5 Proz. Bei den 
héheren Temperaturen nimmt die Genauigkeit weiter ab; 
jedoch erhält man dort — wie bei Äthyläther — in einem 
gewissen Bereich hoher Drucke wieder günstigere Zahlen. Bei 
200°, resp. 198°, unterscheiden sich, falls der Druck zwischen 
30 und 80 Atm. liegt, die berechneten Flüssigkeitsvolumen von 
den beobachteten um 7—12 Proz., für Drucke von 200 bis 
300 Atm: aber um weniger als 5 Proz., bei 400 Atm. wieder 
um 10 Proz. Auf der Isotherme ¢ = 220° kommen Abweichungen 
bis zu 13 Proz., auf der kritischen Isotherme bis zu 16 Proz. 
vor; sie betragen indessen nur 6, resp. 2 Proz., wenn der 
Druck sich auf 79 Atm. erhöht. 

Diese Übersicht zeigt, daß die Schwankungen, welche sich 
bei den verschiedenen Temperaturen und Drucken in bezug 
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auf die Übereinstimmung von Rechnung und Beobachtung er- 
geben, in der Tat bei Äthylalkohol völlig analog denen sind, 
die für Äthyläther festgestellt wurden. Die obigen beiden 
Tabellen lassen daher die bekannte Einteilung, nach der Äthyl- 
äther zu den normalen, Äthylalkohol zu den anormalen Stoffen 
gezählt wird, nicht als berechtigt erscheinen. 


3. Isopentan. 
Bei Isopentan sind in (8) und (9) die Werte 
(12) «= 0,113, 0,27 


benutzt worden. Da die kritischen Konstanten 

= 187,8°, p, = 25018 mm (32,918 Atm.), v, = 4,268 
sind (Young |. c.), so ergibt sich hier aus (5) und (6) 

a, = 0,258, = 3,735, = 0,2584. 

Fir Isopentan standen zum Vergleich mit der Rechnung die 
umfassenden Versuchsreihen zur Verfügung, welche Young?) 
veröffentlicht hat. Dieselben erstrecken sich auf Drucke bis 
zu 56000 mm (ca. 73 Atm.). Der Youngschen Abhandlung 
wurden hier Beobachtungen entnommen, die sich auf die Tem- 
peraturen von 50°, 80°, 100°, 130°, 160° C. und auf die kri- 
tische Temperatur beziehen. 


| 


{| 
| | ber. p beob. Beobachter 
50° "1514 1,992 40,9 39,9 Young 
4000 5,263 0,397 | 0,398 
8000 10,526 0,395 | 0,897 
20000 26,316 | 0,892. 0,395 
| 40000 52,682 | 0,889 | 0,392 i 
| 56000 73,684 | 0,887 | 0,390 
t=80° = 3821 4,370 19,3 18,7 ve 
4000 5,263 0,430 0,428 a 
8000 | 10,526 | «0,427 «(0,422 . 
20000 | 26,816 0,421 0,418 M 
40000 | 52,632 | 0,414 0,414 | = 
56000 | 73,684 | 0,409 | 0,410 | _ 


1) 8. Young, Proc. Phys. Society London. 13. 1895, deutsch er- 
schienen in der Zeitschr. f. physikal. Chemie. 29. 1899. 
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| | gber. | pbeob. | Beobachter 
a t = 100° 8012 3,963 22,9 22,7 Young 
4 5271 6,936 12,1 11,8 fe 
4 8000 10,526 0,456 0,443 
20000 26,316 0,445 0,438 
40000 52,632 0,484 0,431 a 
56000 73,684 0,426 0,422 
t = 130° 33083 4,346 22,6 22,7 a 
6396 8416 10,6 10,7 
9558 12,570 6,4 | 6,8 
12000 15,789 0,518 | 0,488 
20000 26,316 | 0,496 0,477 
40000 52,632 0,470 0,464 A 
56000 73,684 0,456 0,456 E 
t = 160° 4023 5,298 19,8 20,1 " 
10840 14,268 6,0 6,3 
16260 21,395 3,2 3,2 = 
20000 26,316 0,60 0,55 2 
40000 52,632 0,52 0,51 
56000 73,684 0,49 0,50 m 
t = 187,8° 15190 19,987 41 4,5 be 
(kritische 20400 26,842 2,4 2,8 
Isotherme) =25018 32,918 1,0 1,0 
28000 36,842 0,69 0,67 
40000 52,632 0,58 0,59 . 
56000 73,684 0,53 0,55 


Die fiir normales Pentan angewendeten Werte 


von @ 
und A sind: 
(13) a=0,14, h= 0,29. 
Die kritischen Konstanten lauten (Young, |. c.) 
t, = 197,2°, p, = 25100 mm (33,026 Atm.), v, = 4,305, 


4, Normales Pentan. 


woraus sich für «,, 7, 8 die Zahlen 


ergeben. 


a, = 0,24, y= 3,166, 0,2388 
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>= Die aus (8) berechneten Werte g wurden mit den Beob- 
hter achtungen von Rose-Innes und Young, die im Phil. Mag. 
(5) 47. erschienen sind, verglichen. Die daselbst über Flüssig- 
keit und Dampf erstreckten Messungen beginnen mit der Tem- 


peratur von 140°C. Die Drucke gehen für gewisse Tem- 
peraturen bis 56000 mm, für andere nicht ganz so weit. 
| | | 
ber. | gy beob. | Beobachter 
t= 140° 2861 3,764 26,9 27,0 R.-L u. Y. 
6717 8,838 10,2 . 10,2 rn 
9886 13,008 6,1 6,0 
9927 13,062 0,49 0,49 6 
20000 26,316 | 0,48 0,48 
48000 63,158 0,46 0,46 ia 
t = 160° 3015 3,967 26,8 97,2. | Bu. Y. 
6324 6.321. 18 11,9 
9822 12,924 | 6,7 6,9 
13790 18,145 4,1 4,1 a 
14060 18,500 055 O53 | . 
20000 26,316 0,54 0,52 
40000 52,632 0,50 0,49 
56000 73,684 048 | 0,48 
t = 180° 10550 13,882 6,5 69 | R-Lu. Y. 
19010 2,018 | 25 | 26 2 
20770 27,329 0,65 | 0,59 
28000 | 36,842 | 059 | 0,56 i, 
40000 | 52,6382 | 055 | 0,53 ig 
52000 68,421 0,52 0,52 
n@ t= 200° 3317 4,364 26,6 27,1 | R-L uw. Y. 
6665 8,770 12,2 12,7 
11260 14,816 6,4 6,9 4 
20660 27,184 2,4 2,8 e 
28000 36,842 0,74 0,72 
' 40000 52,632 0,61 0,60 a 
», 52000 68,421 0,56 0,56 i 
Aus den obigen Tabellen fiir Isopentan und normales 
Pentan ergeben sich ähnliche Resultate, wie sie im Vorher- : 
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gehenden für Äthyläther und Athylalkohol erhalten wurden, 
Die Unterschiede der berechneten und der beobachteten Dampf- 
volumen betragen meistens weniger als 3 Proz.; nur in einigen 
Fällen sind sie höher. In bezug auf die Flüssigkeitsvolumen 
zeigen die tiefer liegenden Isothermen wieder eine bessere 
Übereinstimmung mit den Versuchen als die dem kritischen 
Punkte benachbarten. 

Bei Isopentan bleiben für die Temperaturen von 50°, 80°, 
100° die Abweichungen unter 3 Proz.; für die Temperaturen 
von 130° und 160° steigen sie bis auf 6 und 9Proz. Es sind, 
wie bei Äthyläther und Äthylalkohol, besonders die unmittelbar 
unter dem Sättigungsdruck liegenden Drucke, für die sich auf 
den einzelnen Isothermen Rechnung und Beobachtung am 
meisten unterscheiden, während bei den höheren Drucken die 
Differenzen wieder geringer werden. Das Entsprechende findet 
bei der kritischen Isotherme statt. 

Bei dem normalen Pentan stimmen für die niedrigste hier 
vorkommende Temperatur von 140° die berechneten Volumen 
der Flüssigkeit sehr gut mit den beobachteten überein; bei 
160° betragen die Unterschiede ungefähr 4Proz., bei 180° 
kommen solche von 10 Proz. vor. Für die kritische Isotherme 
t= 197,2° enthält die Abhandlung keine Beobachtungen. Auf 
der benachbarten Isotherme ¢ = 200° sind wieder für die 
niedrigeren und für die jenseits des kritischen Druckes liegen- 
den Drucke die Differenzen gering, für die mittleren Drucke 
dagegen erheblich größer. 

Wir konnten aus den obigen Tabellen nachweisen, daß 
die vier hier behandelten Substanzen, wenn man von der Zu- 
standsgleichung (8) ausgeht, ein ganz analoges Verhalten zeigen. 


Indessen darf man offenbar dies nicht als eine Bestätigung . 


des sogenannten Gesetzes der übereinstimmenden Zustände 
auffassen. Unsere Rechnungen sind vielmehr als ein Beweis 
anzusehen, daß dasselbe sich nicht aufrecht erhalten läßt. 
Denn das genannte Gesetz ist nichts anderes als die Annahme, 
daß für alle Substanzen als Zustandsgleichung dieselbe Glei- 
chung zwischen +, J7, g mit denselben Koeffizienten gelten 
solle. Es konnte aber hier die verhältnismäßig gute Überein- 
stimmung von Rechnung und Beobachtung nur dadurch er- 
reicht werden, daß in die Zustandsgleichung die zwei Kon- 
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stanten « und A eingeführt und ihnen für die verschiedenen 
Substanzen verschiedene Werte beigelegt wurden. Man wird 
die Schlußfolgerung ziehen dürfen, daß in der Zustandsgleichung 
außer den kritischen Konstanten noch andere Konstanten vor- 
kommen müssen, die ebenfalls von der Natur des Stoffes ab- 
hängen. 

I. 


Im folgenden soll die Zustandsgleichung (8), in der wiederum 
unter H die Funktion (9) verstanden wird, auf den Fall an- 
gewendet werden, daß der Zustand der Substanz dem kritischen 
Punkte nahe liegt, so daß die Differenzen 1— 9, 1— II und 
1-9 für kleine Werte gelten dürfen. Unter dieser Voraus- 
setzung kann in angenäherter Rechnung die Cardanische 
Formel ohne erhebliche Schwierigkeit benutzt werden, um ge- 
wisse Schlüsse in bezug auf das Sättigungsgebiet abzuleiten. 
T soll wieder kleiner als 7, also 9 ein echter Bruch sein. 

Das reduzierte Volumen g werde mit einer neuen Vari- 
able y durch die Relation 


l+a 
(14) ve 
verbunden. Für w folgt dann aus (8) die kubische Gleichung: 
Bi; 2 


Um letztere auf die Normalform zu bringen, die für die Car- 
danische Formel vorausgesetzt wird, substituiert man: 


Hierdurch entsteht für £ die Gleichung 
(16) 


in der F und @ die Ausdrücke 
(17) 


und o den Quotienten 


(18) o 
bedeuten. 


= +8 


| 
| 
(15) vel+rt. 
2 
| 
| 
| 
| 
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Die kubische Gleichung (16) liefert bekanntlich für ¢ nur we 
einen reellen Wert, falls G? — F® positiv, und drei reelle Werte, zu 
falls G?— F? negativ ist. Im Fall G?— F%=0 hat sie eine 
reelle Doppelwurzel neben einer anderen reellen Wurzel. Wem 
@? — F® negativ ist, ergeben sich die drei reellen Werte von? Sc 
durch eine Zwischenrechnung mit imaginären Größen. Ist 
nämlich 


3 - 
(19) Ve-y@—F8=r+is, el 


wo r und s reell sind und i= Y—1, so hat die Gleichung(16) fy 
die drei Lösungen 


=2r, 
(20) =—r+sy3, 
= ys ( 
Da die Umgebung des kritischen Punktes betrachtet werden 
soll, so führt man statt .* und ZZ die Variablen ’ 


(21) 

ein, die als klein angesehen werden dürfen. Man bezeichnet 
die mit z?, xy, y? multiplizierten Summanden kurz als kleine 
Größen zweiter Ordnung und definiert analog die kleinen 
Größen dritter und höherer Ordnung. In dem Ausdruck (18) 
werde die Entwickelung 


1 1 1 
Py 

angewendet; dann gilt für o die Gleichung 

oder 


16) 


en 
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wo o, die Gesamtheit der hier vorkommenden Summanden 
zweiter und höherer Ordnung darstellt. Nach (6) ist aber 


7 
so daß die Gleichung 
8x 8B 


entsteht. Für H setzt man nach (9) 


H=ev=1+hy+ H,, 
wo 
. ht y? h ys 
* 
ist. Hierdurch ergeben sich aus (17), wenn unter 3, die Kon- 
stante 
4 
(22) = 
verstanden wird, die Gleichungen: 
8x 2B, 


HG =** + H,— 


Indem man ferner durch 6 und & die Konstanten 


4(h+1) 
und durch « die lineare Funktion 
(24) u= ** — by 


bezeichnet, erhält man fir # und @ die Ausdrücke: 


in denen /, und @, sich nur aus Summanden von der zweiten 
oder höheren Ordnung zusammensetzen. 

Der Druck p,, bei dem für eine gegebene Temperatur 
die Kondensation des Dampfes eintritt, bei dem also die Iso- 
therme abbricht, liegt, wenn die Zustandsgleichung eine 
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kubische Gleichung nach » ist, zwischen den beiden Drucken 
p, und p,, die auf der Isotherme zur Maximal- und zur Mini- 
malstelle gehören. Für p=p, und p=p, hat die Zustands. 
gleichung eine Doppelwurzel, und da nach 
(14) und (15) die Größe ¢ linear mit @ 
verbunden ist, so kommt auch bei der 
Gleichung (16) fiir die genannten Werte 
von p eine Doppelwurzel vor. Also sind, 
wenn man 


und 
y=1-ZI, y,=-1-I, „=1-Z, 


setzt, y, und y, diejenigen Werte von y, für welche die Glei- 
chung 
F=0 


erfüllt ist. Hierdurch werden y, und y, als Funktionen von z 
bestimmt, also auch p, und p, als Funktionen von 7. Die 
obige Gleichung soll in erster Annäherung aufgelöst werden. 
Man kann sie, da A von Null verschieden ist, durch die Glei- 
chung 
H3(G? — = 0 

ersetzen. Letztere lautet nach Substitution der Werte (25): 

(l +hy + H,)(u? + 2uG, + G,?) 
26 sp = 0. 
(26) (1-*4F*)u4 | 


Hierin ist nun wu? der einzige Summandus zweiter Dimen- 
sion nach z und y; alle übrigen Summanden haben eine höhere 
Dimension. Da aber die linke Seite von (26) gleich Null sein 
soll und u? positiv ist, so muß sich x? gegen einen negativen, 
zur dritten Ordnung gehörigen Bestandteil der linken Seite 
fortheben. Dies führt zu dem Schluß, daß u?, obwohl es nur 
die zweite Dimension nach z und y hat, doch für die speziellen 
Werte, die hier in Betracht kommen, nicht als Größe zweiter, 
sondern als Größe dritter Ordnung, also u als Größe von der 
Ordnung */, anzusehen ist. Man hat dann in (26), weil die 
Lösung der Gleichung auf die erste Annäherung beschränkt 


so 
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wird, außer uw? nur noch die Terme dritter Ordnung beizu- 
behalten. Es ist aber, da « die Ordnung */, hat, in (26) nur 
ein einziger Summandus dritter Ordnung enthalten, nämlich 
der Summandus — e®z°. Daher gilt in erster Annäherung die 
Gleichung 
= x8 

oder, gemäß der Definition von wu in (24), 

(7 dy) = 
Hieraus folgt 


4 1 


so daß sich für die zum Maximum und Minimum der Isotherme 
gehörigen Werte von y die Ausdrücke 


4 1 


Att Ver 
ergeben. 

Die Größen y, und y, stimmen in ihrem beträchtlichsten 
Bestandteil 42/30 überein. Dieser muß auch in y, als be- 
trächtlichster Bestandteil vorkommen, da y, zwischen y, und y, 
liegt. Hierdurch ist der Bestandteil erster Ordnung in y, be- 
stimmt. Ein Summandus von der Ordnung */,, der als Quadrat- 
wurzel zwei Werte haben würde, kann in y, neben 42/30 
nicht vorhanden sein; denn sonst hätte man auf der Isotherme 
zwei verschiedene, jedoch nahe beieinander liegende Punkte, 
von denen jeder der Kondensationspunkt sein sollte. Auf diese 
Weise erhält man für y, eine Entwickelung von der Form 


(27) 


in der jedoch die Konstanten c, c’,... unbekannt bleiben’). 


1) Der van der Waalssche Satz, daß im kritischen Punkt 
der partielle Differentialquotient 6 p/0T (v konstant) mit dp,/d 7 iden- 
tisch ist (van der Waals: „Die Kontinuität usw.“, Teil II, p. 144, 
Leipzig 1900), ergiebt sich aus unserer Rechnung ohne irgendwelche weitere 
Voraussetzung. Da x nach (21) fir ® = 1 verschwindet, so hat dy,/dx 
nach (27) im kritischen Punkte den Wert 4/35, also dp,/dT gemäß der 


en 
ch 
er 
d, 
- 
‘ | 
ij 
= 
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Wir gehen nun dazu über, für den oberen Teil des 
Sättigungsgebietes eine angenäherte Lösung der Zustands- 
gleichung (8) aufzusuchen. Man gelaugt zu den betreffenden 
Werten 9, wenn man die zugehörigen Werte von £ ermittelt, 
da dann nur noch die linearen Gleichungen (14) und (15) auf. 
zulösen sind. Also ist wiederum die Gleichung (16) zu be 
handeln. In die Koeffizienten / und G, für welche die Aus- 
drücke (25) abgeleitet wurden, ist aber jetzt der Wert y, für y 
einzusetzen, da es sich um die Punkte, wo die Isothermen 
abbrechen, handelt. Für die Funktion x ergibt sich in diesem 
Falle gemäß (24) und (27) die Gleichung 


u=—Öl?+cr+...); 


u wird also für p= p, zu einer kleinen Größe zweiter Ordnung, 
Das Produkt H* (G? — F®), das mit der linken Seite von (26) 
identisch ist, enthält infolge dessen außer dem Summandus 
dritter Ordnung — &°2° jetzt nur noch Terme von der vierten 
oder einer höheren Ordnung. Dasselbe gilt von @? — F%; 
denn da 


1 (3 hy? 
der Definition von y, den Wert 4p,/357,. Andererseits erhält man, wenn 


man als konstant ansieht, durch Differentiation der Zustandsgleichung (8) 
bei Beriicksichtigung von (9) die Gleichung 


ou By rey y 
—3hH 
0% (p—a,) (1+ BIT)? prea —@,)(1 ZZ) 


die im kritischen Punkt, wo ¢ = IJ = »y = H = 1 ist, in die folgende 
übergeht: 
Pr 
1 + — 8h} = 
09 * (1 — a,)(1 +8) 


Aber nach (6) und (5) ist 
4, 
(1 —a,)(1 +8) 


By 43 


14+ 


also 


d.h. = 38, gemäß (22); ferner ist nach (23) 1+39,—3h= 306. Auf 
diese Weise findet man fiir d IZ/ö 9 im kritischen Punkt den Wert 4/34, 
für dp/öT also wieder den obigen Wert 47/36 7%. 
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ist, so wird hier durch die Multiplikation mit 1/4 3 nichts an 
den Größen dritter Ordnung geändert. Wir beschränken die 
Untersuchung wieder auf die erste Annäherung, in dem Sinne, 
daß die kleinen Größen erster Ordnung neben der Eins fort- 
gelassen werden. Dann reduziert sich die Differenz G? — F° 
auf den Term — e*2*, so daß 


zu setzen ist. Für @ entsteht aus (25) wegen des obigen 
Wertes von u die Gleichung: 


G= — dcx? —Jde' x? —...), 
welche zeigt, daß nun auch @ zu einer kleinen Größe zweiter 


Ordnung geworden ist. Man kann also für @ eine Reihe von 


der Form 
+... 


aufstellen; indessen sind die Koeffizienten /,7,... nicht be- 
kannt, da das Gleiche von ce, c’,... gilt. Indem wir das Prinzip 
unserer Näherungsrechnung auch auf die Funktion @ anwenden, 
schreiben wir /2x? statt @. Auf diese Weise ergibt sich im 
Fall p = p, die angenäherte Gleichung 


G — y®- F = — 
oder, da 7? =— 1, #=+1 ist, 
G — VG? — = +i Vz}. 
Mithin ist: 
mi yer (14 
Von der Entwickelung nach dem binomischen Satz 


kommen nur die beiden ersten Glieder in Betracht, da nach 
unserem Näherungsprinzip schon die Größen erster Ordnung 
neben der Eins fortzulassen sind. Dies führt zu der Gleichung: 


| 
28 
y 
3 
; 
1} 
) 
h 
4 
a 


128 L. Pochhammer. 


Die in (19) genannten reellen Größen r und s sind also hier 


s=Yez, 


so daß man nach (20) für den oberen Teil des Sättigungs: 
gebietes als Lösungen von (16) die drei Werte 


21 


(29) ts = V3er+ 


V3er+ 
findet. 


Die zugehörigen Werte vou mögen ¢,, %, heißen. 
Aus (14) und (15) folgt die Gleichung 


1-9= 


auf deren rechter Seite, nachdem für £ die Werte (29) ein- 
gesetzt sind, wiederum Yx neben der Eins beibehalten, z aber 
fortgelassen wird. Man gelangt dann zu den Gleichungen 


21(1 + a) 
=1+- 38 


(30) 


in denen A die Konstante ° 


_ (L+a)(9e — 1) 
(31) im 


bedeutet. Wegen des Hinzutretens des Summandus 1 hat die 
Lösung für y,, %,, 9, formal eine größere Genauigkeit als die 
Lösung für £,, &,, ¢,, indem in (30) die rechts stehenden Terme 
erster Ordnung neben der Eins beibehalten werden müssen. 
In analoger Weise erhält man aus der linearen Relation 


di 
| 


Zustandsgleichung in angenäherter Rechnung. 129 
durch Substitution der Werte (29) die Gleichungen 


21(1 
Pr 
(32) )VY3er+Xx, 


Ps 


woselbst unter A’ die Konstante 


(33) 
38 
verstanden wird. 


Es sei wie im Vorhergehenden ’ 


va 
und 9, = 


wo v, das Volumen der Flüssigkeit, v, das des Dampfes be- 

zeichnet. Dann ist im betrachteten Gebiet p, identisch mit der 

in (30) genannten Größe 9, und g, identisch mit g,. Denn da 

es sich um kleine Werte von x handelt, wo Vz über z über- 

wiegt, so ist g, der kleinste und @, der größte unter den drei 

Werten (30). 
Man nenne ferner 4, die Dichte der Flüssigkeit, 4, die a 

des Dampfes, 4, die kritische Dichte, so daß die Gleichungen | 


v 


4, 


1 

4, va Pa 

entstehen. Da g,=9,, Ya = 9, ist, so erhält man aus (32) 
für 4, und 4, die Ausdrücke 


woraus sich durch Addition, wenn für die Variable z ihr Wert 


FS 
eingesetzt wird, die Gleichung 
(34) Ar 
ergibt. 


Annalen der Physik. IV. Folge. 37. 9 
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Wir haben hiermit den Satz von Cailletet und Mathias 
abgeleitet, daß im oberen Teil des Sättigungsgebietes das arith- 
metische Mittel aus Flüssigkeitsdichte und Dampfdichte eine lineare 
Funktion der Temperatur ist. Über die in (34) vorkommende 
Konstante 2’ gibt allerdings die vorstehende Rechnung keinen 
Aufschluß, da in (33) die Konstante / unbekannt geblieben ist. 

Es mögen ferner die beiden letzten Gleichungen (30) von- 
einander subtrahiert werden. Es entsteht dann die Gleichung: 

38(7,—- T) 


T 


Wird dieser Ausdruck für v, — v, in die Clausiussche Formel 
für die Verdampfungswärme 


W = — 
eingesetzt, so erhält man die Gleichung 
(35) 
woselbst & die Konstante 

K = 2v, (1+ 


bedeutet. Man gelangt hierdurch zu dem Schluß: daß die 
Verdampfungswärme sich im kritischen Punkte dem Werte Null 
wie VT. —T nähert. Denn die Gleichung (35) sagt aus, daß 
der Quotient W/Y7,— T für 7= T, endlich und von Null ver- 
schieden ist. Da man für & nach (22) und (23) einen Ausdruck 
in 8 und A hat, so hängt 8 nur von Konstanten ab, die in 
der Zustandsgleichung (8) vorkommen. 


(Eingegangen 20. Oktober 1911.) 
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8. Die Beugung des Lichtes an einem ebenen, 
rechteckigen Keil von unendlicher Leitfähigkeit; 


von Fritz Reiche. 


$1. Die dreifach verzweigte Sommerfeldsche Funktion. 


Das Problem, das im folgenden streng gelöst ist, können 


wir, wie folgt, formulieren: 


Auf den unendlich ausgedehnten, ebenen, rechteckigen, 
vollkommen leitenden Keil 40 B (Fig. 1) fallen in der Einfalls- 


richtung 9 = # ebene in der 
Zeichenebene polarisierte Licht- 
wellen. Es wird die Verteilung 
der Energie im Raum außer- 
halb des Keiles gesucht. 
Nehmen wir an, daß alle 
Vektoren des elektromagneti- 
schen Feldes mit ei”‘ multi- 
pliziert sind (d.h. daß wir es 
mit periodischen Zuständen von 
der Frequenz n zu tun haben), 
so genügt die zur Zeichenebene 
senkrechte Komponente der elek- 
trischen Kraft der Gleichung 
(1) Ox? öy? 


wo 


(2) = 


- 


Fig. 1. 


+hHU=0, 


2a 


ist. Dabei ist c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes 
im Vakuum, A die Wellenlänge. x und y sind die kartesischen 
Koordinaten in der Zeichenebene, wobei 0 A die X-Achse ist. 
9* 


= 
CC; 
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Wir benutzen ferner die ebenen Polarkoordinaten r und #, 
die durch 

z=rcos#, 


y= sin 


definiert sind. Die Grenzbedingungen unseres Problems lauten: 


U=0 für #=0 und 
(4) 


U =u, = fir r= oo. 


Die Lösung gewinnt man durch fortgesetzte (hier viermalige) 
Spiegelung der einfallenden Welle. Aus bekannten Griinden 
y darf man jedoch diese Operation 

nicht an der in der schlichten 
Ebene eindeutigen Funktion u, vor- 


nehmen, sondern muß dazu nach 

4 A. Sommerfeld!) die verzweigte, 

3 p —># d.h. erst auf einer Riemann- 
Ze ) schen Fläche eindeutige Funktion 
7. benutzen. Während im Sommer- 


feldschen Beugungsproblem diese 
Riemannsche Fläche zweiblättrig 
Fig. 2. ist, kommt hier eine dreiblätirige 
Fläche zur Anwendung. 
Den Verzweigungsschnitt legen wir in den Strahl 


(m — 9) (vgl. Fig. 2). 


Die Kurve mit den Pfeilen durchläuft im Sinne wachsender # 
das erste Blatt und tritt bei %=n+%' ins zweite Blatt, das 
bis %=3»-+ % reicht. Das dritte Blatt endlich reicht von 
38a+ bis 5n+%. Es ist daher: 


im ersten Blatt, 
|< „ zweiten ,, , 
„ dritten 


1) A.Sommerfeld, Mathem. Ann. 47. p. 317. 1896. 


| 
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Die auf der dreiblättrigen Riemannschen Fläche eindeutige 
Wellenfunktion kann man nach Sommerfeld!) in der Form 
schreiben: 


sın — 
1 3 
(4) 
Der aus Fig. 3 ersichtliche, durch (A) bezeichnete Integrations- 


weg in der komplexen «-Ebene verläuft im Unendlichen auf 
schraffiertem Gebiet, wo e'*"«os« unendlich klein wird. 


Die Funktion (5) hat. nach Sommerfeld folgende vier 
Eigenschaften: 

1. u ist eine Lösung der Differentialgleichung (1). 

2. u ist in bezug auf % periodisch mit der Periode 6x, 
also auf der dreiblättrigen Riemannschen Fläche mit dem An- 
fangspunkt als Verzweigungspunkt und der Linie = — (a — 9) 
als Verzweigungsschnitt eindeutig. 

3. Im Unendlichen (d.h. für r = oo) des ersten Blattes 
ist u = u, = ei*rcos(#- 9; im Unendlichen der beiden anderen 
Blätter ist u = 0. 

4. Die Werte der Funktion in übereinanderliegenden 
Punkten der Riemannschen Fläche erfüllen die Beziehung: 


(6) + uy = %. 


Die Funktion « ist also diejenige Hilfsfunktion, aus der wir 
durch viermalige Spiegelung die gesuchte Lösung unseres 


1) A. Sommerfeld, l.c. p. 348. Formel (5). 


2 
2 
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Beugungsproblems zusammensetzen werden. Geht man von # 
nach #-+ 22 bzw. #+ 42, so ist man aus dem ersten nach 
dem zweiten bzw. dritten Blatt gelangt. Dabei verschiebt sich 
der Integrationsweg (4) um 2a bzw. 42 nach rechts. 


§ 2. Umformung der verzweigten Funktion für die 
numerische Berechnung. 


Wir berechnen jetzt die Werte der Funktion (5) in den 
drei Blättern. Dazu benutzen wir die folgende sehr einfache 
Methode): wir setzen 


U, 

(8) 
Uo 


Sind X und Y bestimmt, so folgen die Werte u,, u,, u, un- 
mittelbar aus (6), (7), (8) Setzt man 


(9) 
und bedenkt, daß 
10) 


so folgt aus (5) und (7) 


X= 1 eikr(cosa-e0s@).gin 
6 8 


3 4 3 ze, 
Zu 2 eikr(cosa—cos 6), gin 
2 (4) 


cos a — cos 
Hieraus ergibt sich: 


dX _ 2k 
1 20-n 
| = (4 = )2] e-ikrcos®, 


1) Diese Methode der Berechnung verdanke ich einer gütigen Mit- 
teilung von Hrn. Prof. A. Sommerfeld. 


= 
2 
} 
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wo 
ch I, = fein 
ch (4) 
(14) I, = [sin gitreme de, 
(A) 
I, sin  eikresadg, 
en 
he Man sieht leicht, daB: 
(15) I, + I); 
wo 
(16) = [sine treme de, 
(A) 
Nun ist nach Sommerfeld?) 
? | =0, 
I, = 7 | I,lkr)e® 
(17) = asin ® AP (kn, 
| = (kr). 
Die J sind die Besselschen Funktionen, die H die zweiten 
Hankelschen Funktionen. 
Aus (13) und (17) folgt unter Beachtung von (15) 
dx al ke-ikrcos® 
(18) i in in 
it- 


1) Vgl z. B. Jahnke u. Emde p. 169 und p. 95. 


>. 
he 
Te 
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Dabei haben wir der Kiirze halber bei den Hankelschen 
Funktionen den oberen Index (2) fortgelassen. Aus (18) folgt 
sofort: 


wo 

| P, = Hy, (hw) dw, 
(19) 

| P, = Hy, (hw) dw. 
Da fiir r = 00 

u=u=0, 
ist, so ergibt sich: 

und daher 
(20) X=1- P, — cos nl, 


wo P, und P, durch (19) definiert sind. 
Auf ganz analogem Wege ergibt sich: 


in in 
(21) Y=1- cos set 6.P, —cos e | 
Nun ist nach (6), (7) und (8) 


2 
(22) “, = — F), 
u, = (1 — X) 


uy 3 1 2 


(24 


Pu: 

hei 
erh 
Bi: 
sic 

nu 
| ric 

Fi 
die 

. Also erhalten wir die Werte: 

80 
; 
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Es ist zu bedenken, daß die in (23) dargestellten Ausdrücke 
die Werte der Funktion u in den drei übereinander liegenden 
Punkten der Blätter der Riemannschen Fläche sind. Das 
heißt, es ist 

u =u (r, 

u, = +22), 

u, = u, (r,t + 42). 
Reduziert man daher alles auf laufende Koordinaten r, +, so 
erhält man: 


(24) ; 
Uy (F, Hr) = — ef kr 3 -P, 


+e 49-9. 


= u, (9, 
Die Ausdrücke für die Funktion « im zweiten und dritten 
Blatt werden also formal identisch. Dies ist verständlich, da 
sich ja das zweite und dritte Blatt in ganz gleicher Weise, 
nur mit Vertauschung von rechts und links an die Strahl- 
richtung (Verzweigungsschnitt) anlegen. 


$ 3. Berechnung der Funktion « für große kr. 


Wir brauchen im folgenden für unser Beugungsproblem 
die Werte von u für große kr. Setzen wir für Hy, (kw) seinen 
asymptotischen Wert 


(25) Ay, (k w) Vie ‘ 
w 

80 ergibt sich leicht: 

(26) Vx k cos 7 

wo ? 

T = YV2kr.cos . 


3 
t 
4 
2 
4 
= 
A 
ae 
dq 
I ) 
! 
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Ferner 
(27) 


cos(#— 4/2) und daher auch 7 ist positiv im ersten und 
dritten Blatt, negativ im zweiten Blatt. Da aber P, und 2, 
für r=o0 Null werden müssen, so muß man schreiben 


oo 


2e* 
(28) e 6.P =e 


und daher 
u r) = ei kr cos (#-#) 
| Yor 
2 
u, (iF, %,r) Us ($, r) ei kr cos — 8) 
(29) . ai F 
9-95 
"Vor 
wo 
V= |e-iWdu. 


Bei der hier festgesetzten Lage der drei Blatter ist im 
ersten Blatt 


2 6 
poitiv, während in den beiden anderen Blättern 
cos — und cos— " 


verschiedenes Vorzeichen haben 
(im zweiten ist cos en re 0, cos 


im dritten ist cos 0, cos le 0). 


(30) 


| Die 
| Es 
| (31 
Ist 
„Ü 
(32 
gr 
Li 

@; m 
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Daher kann man hier schreiben: 


ai 
| 


Uy (it, r) = uy Fr) 


ai 


4) 
(30) 4 = + ei kr cos (#8), jcos 
71 | 


wo 


oo 


Die Berechnung von 7 verläuft genau wie bei Sommerfeld.') 
Es ist 


5 1 1 1-3 1 


Ist « die Genauigkeit der Rechnung, und grenzen wir einen 
„Übergangsstreifen‘ ab außerhalb dessen 


1 


so können wir außerhalb dieses Übergangsstreifens in der 
Reihe (31) uns auf das erste Glied beschränken. Die Be- 
grenzung des „Übergangsstreifens“ ist eine Parabel, die die 
Linien 

im ersten, 


o 


+52 dritten Blatt 


a= 


als Achse umschlieBt. ; 
In dem Gebiet außerhalb der Übergangsparabeln gelangt 
man so zu folgenden Näherungsformeln: 


1) A. Sommerfeld, Mathem. Ann. 47. p. 359. 1896. 
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u, 7) = ef Fr cos (#8) 


1 cos 
(83) 
ur cos 
Véakr 
Für 3 können wir auch schreiben: — u 
Cos - 1 — 4sin? 


Der Verlauf der Nullkurven von u in den drei Blättern ist 
fast genau derselbe wie in dem von Sommerfeld!) behandelten 
Fall. Nur ist der Faktor des zweiten Gliedes von % bei 
Sommerfeld: 


ist, d. h. sich durch den Faktor 
‚2 cos 
= 
vom Sommerfeldschen Fall unterscheidet. Da nun im ersten 
Blatt 
- <W—- 9<ıa 


so folgt 


1) Lc. p. 362 ff. 


als 
Nal 
Nul 
ist 
Lés 
vier 
(34) 
Wi 
zwe 
Es 
(35) 

© 2 Im 
ae während er hier der 
2 cos 
r 
rı COS V3 
2 
tun 
| 
glei 
V3 
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Der Einflud des zweiten Gliedes ist also stets etwas stärker 
als im Sommerfeldschen Falle, d. h. die Kräuselungen der 
Nullkurven um die Geraden x = const. sind stärker ausgeprägt, 

Auch in den „Übergangsstreifen“ ist der Verlauf der 
Nullkurven ein ganz analoger, wie bei Sommerfeld, speziell 
ist die Größe der ‚Ecke‘ dieselbe. 


§ 4. Die Lösung des Beugungsproblems, 


Wir setzen aus unserer verzweigten Lösung u die gesuchte 
Lösung unseres Beugungsproblems U in folgender Weise durch 
viermalige Spiegelung zusammen: 


U=su(#)—u(—#) +ußa+9)—- ußa- 9). 


Wir zerlegen nun die Riemannsche Fläche in etwas anderer, 
zweckmäßigerer Weise in drei Blätter als es bisher geschehen. 
Es sei im 
| ersten Blatt: — <»#<0, 
zweiten Blatt: O<9#<2n, 
dritten Blatt: 21< 472. 


Im zweiten, physikalischen Blatt liegt nur die Richtung 9 
der einfallenden Welle; die gespiegelten Wellen mit den Rich- 


(85) 


7 

< 2 > 2 
Fig. 4. Fig. 5. 


tungen (— 3’) bzw. 3” +%’ und 3n — 9’ liegen im ersten 
bzw. dritten Blatt, d. h. in den Hilfsblättern, und sind dadurch 
gleichsam „unschädlich gemacht‘. 

Wir zerlegen das physikalische Blatt in die folgenden 
sechs Gebiete (vgl. die Figg. 4 und 5). 


t 
1 
a 
2 
1 1 
6 
4 5 om 
4 5 
2 
qi 
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Gebiet | = 
1 0<#<H | 0<9<n-# 
2 
8 | 
| 

3 
4 a+ < | Qn < 


Es handelt sich nun darum, festzustellen, zu welchen der 
drei früher definierten Blätter in jedem dieser sechs Gebiete 
die vier Funktionen u(#), u(—#), u(3a+) und u(3n—#) 
gehören. 

Die drei (früher definierten) Blätter sind für diese vier 
Funktionen in folgender, ohne weiteres verständlicher Weise 
charakterisiert: 


u(—#) 


Blatt | u (#) 
I | tent - n<®<n-Y 
Blatt u(3a+9’) u(3a— #) 
I 2n-—W <$<An—H 
II 


Nun liegt aber nach unserer neuen Festlegung der drei 
Blätter 9 stets zwischen —2a und +42. Werte wie 52+ 
kommen daher nicht vor, und sind durch ihre äquivalenten 
= #— a zu ersetzen. Die obige Tabelle ändert 
sich dann in folgender Weise ab: 


F. Reiche. 
— 
: | 
= der 
sch 
fols 
— 
— t 
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Blatt | | 
I | 
II | a—-H< F< 
| 
Blatt ußa+®) | #9) 
2 
| 4n—- <9 <4n 


m | 


Aus dieser Tabelle ist ohne weiteres ersichtlich, zu welchem 
der drei Blätter jede der vier Funktionen in den sechs ver- 


schiedenen Gebieten gehört. 


Es ergibt sich dabei das in den 


folgenden beiden Tabellen enthaltene Resultat: 


2 
1 2 | 8 4 | 5 | 6 
u(-9) | | u II u 
Ill IN Ul Ill Il 
u@a-9) | Il m | m Il Ill I 
| 4 5 6 
u(— 9), | u 
| Ill Im Ill Il 
| 
| 


. j 
= 
; 
| 7 
ar a 
or 
% 
| 
— 
. 
el = = 
en 
rt 
4 
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Dies heißt z. B.: im Gebiet 1 gehören u(#) und u(—#' I 
zum ersten Blatt, u(32-+ 5’) zum zweiten Blatt, u(3=—9) 
zum dritten Blatt. 

Die Gebiete 5 und 6 kommen fir unser Problem nicht 
in Frage, in ihnen ist identisch U = 0. 

Mit Hilfe dieser Tabelle und der Formeln (34) und (24) 
können wir nun die Lösung unseres Beugungsproblems, nam. ( 
lich die Werte von U in den sechs verschiedenen Gebieten 
sofort hinschreiben. Wir unterscheiden dabei die beiden Fälle: 


A: #< = und B: 


/ I 
Fall A: #< S 
1. Gebiet 1 und 2: <9<n—#). 
h 
U, = _ eikrcos d) 
= 2y3 3 2 6 
+e © 
L 3 
(36) | +e 
ni 
+e cos?(#—#)-P,” 
a 
—ikr cos #8) -F f 
—e —e cos -P, e 
ni 


9) 


Beugung des Lichtes. 145 
Dabei sind 
P, = Hy, (kw) dw , 
tkweos 0) H,, (hw) dw , 
(37) | 


Hy, (kw) dw, 


1 
r 


Ay, (kw) dw. 


r 


Die P,...P,” gehen hieraus hervor, wenn man H:,(kw) an 
Stelle von Aı,(kw) setzt. 

2. Gebiet 3: (a a+ #). 

U, geht aus U,, durch Fortlassen des zweiten Gliedes 
hervor. 

3. Gebiet 4: (a+ < O< 

U, geht aus U,, durch Fortlassen der beiden ersten 
Glieder hervor. 


Fall B: 9’> 


1. Gebiet 1: <a 
U,'= 

2. Gebiet 2 und 3: (a 2a 
U,,'= U3. 


3. Gebiet 4: (2. - 

U, geht aus U,, hervor, wenn das zweite Glied durch 
e—ikreos ergetzt wird. 

Wir wollen die Diskussion der erhaltenen Resultate nicht 
an diesen allgemeinen Formeln durchführen, sondern wollen 
für die auftretenden Integrale Näherungsformeln für große kr 
einführen. Es entspricht dies der gewöhnlich in der Optik 
verwendeten Anordnung, bei der man in Entfernungen beob- 
achtet, die groß gegen die Wellenlänge sind. 
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146 F. Reiche. 
Für große kr gelten dann außerhalb der Übergangsparabeln 
die folgenden Näherungsformeln: im Falle A (9’< 2/2). 
U, = eikr cos (# — 8) eikrcos(#+ 
(38) | 2 | -ikr—in. 
Im Gebiete 3 fallt das zweite, im Gebiete 4 das erste und 


zweite Glied fort. 
Wir bilden nun die Z-Komponente der elektrischen Kraft 


2rit 


und setzen k=2n/A; dann erhält man’): 


Fall A: = 


1 a t r 1 


(40) | E, = 0022|, + 


1 E m t r 1 
_ V dr, cos2 x |; 
1 

8 


Fall B: 9 >". 


E’= Es; 


1) T bezeichnet im folgenden die Schwingungsdauer und ist nicht 


mit der in (26) eingeführten Größe zu verwechseln. 
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Dabei ist 


Es sei nochmals hervorgehoben, daB die Formeln (40) 
und (41) nur gelten, wenn r groß ist gegen 4 und außerhalb der 
Übergangsparabeln, die die Geraden 9= a — Y und 
als Achsen umgeben. 

In diesen Näherungsformeln erkennt man ohne weiteres 
die einfallende, die reflektierte und die gebeugte Welle. Im 
Gebiete 4 ist im Falle A nur gebeugtes Licht vorhanden, 
während im Falle B, in dem ja beide Seiten des Keils be- 
leuchtet werden, zu dem gebeugten noch das einfallende und 
reflektierte Licht hinzukommen. Im Falle B existiert also kein 
Gebiet, das man als „Gebiet des geometrischen Schattens“ be- 
zeichnen kann. 

Während die einfallende und reflektierte Welle durchaus 
den Charakter ebener Wellen tragen, ist die gebeugte Welle 
eine typische Zylinderwelle, die sich mit der bekannten Phasen- 
verzögerung 2/4 vom Windungspunkt aus fortpflanzt. Die 
Abnahme der Amplitude mit der Entfernung ist durch 1/Yr 
gegeben. Außerdem variiert die Amplitude, bei festem r, noch 
mit der Funktion f (9,9). Beachtet man, daß 


=f (9) - 


wo 


(43) 4 cos? 


4 cost IR 3 —1 


so ergibt sich für f (9,9) etwa der in Fig. 6 dargestellte Ver- 
lauf. f(9,9) ist = 0 fir *=0, nimmt ab bis zum ersten 
Ubergangsstreifen. Jenseits dieses Streifens beginnt es mit 
einem positiven Wert und steigt bis zum zweiten Übergangs- 
streifen; jenseits dieses zweiten Streifens beginnt f (+, 9) 
wiederum mit einem negativen Werte und steigt bis Null, ein 
Wert, den es fir = 32/2 erreicht. Bildet man |f (i, #)|, 
10* 


| 
| 
| 3 
. | 
| 
. | q 
d 
ft | : 
| 
} 
| 
| 
| 
| 
| 
fi ( ) | 
3 | : 


148 F. Reiche. 


so kann man also sagen: geht man auf einem Kreise r = const, 
um den Windungspunkt herum, bei + = 0 beginnend, so nimmt 
die Amplitude des gebeugten Lichtes, ihrem absoluten Werte 
nach, von Null an bis zum ersten Ubergangsstreifen zu; jen- 
seits des ersten Streifens beginnt sie bei einem héheren Werte 
und steigt weiter bis zum zweiten Ubergangsstreifen, in den 
die geometrische Schattengrenze des einfallenden Lichtes fällt, 


Im Schattengebiete selbst nimmt dann die Amplitude stetig 
bis Null ab. 

Man sieht sofort, daß im Schattengebiete keine Beugungs- 
streifen entstehen. Diese sind vielmehr auf den beleuchteten 
Teil des Raumes beschränkt; man kann sie als die Interferenz- 
erscheinung ansehen, die durch die einfallende bzw. reflektierte 
und die gebeugte Welle erzeugt wird. 

Betrachten wir z. B. im Falle A das Gebiet 3 und bilden 
die Intensität 


(44) I, = 6, 
so folgt bei Vernachlässigung von Gliedern höherer Ordnung 


4 


45 
(45) I, (9, 9)-cos +]. 
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Sieht man von den verhältnismäßig langsamen Variationen 
von f(t, #) ab und bedenkt, daß f(3, 9) im Gebiete 3 positiv 
ist, so erkennt man: es ne 


3. 
| Minima bei cos? =[+ 


Der Abstand (in Bogenmaß) zweier aufeinanderfolgender bei 
= liegender Beugungsstreifen ist etwa 


sin(4, — 


| Maxima bei cos? 2 
(46 


§ 5. Ergänzung für die „Übergangsstreifen‘“. 


Die bisher diskutierten Formeln gelten nicht in den Uber- 
gangsstreifen. Um auch für diese Gebiete € zu berechnen, 
müssen wir auf die exakten Formeln (30) zurückgreifen. Aller- 
dings sind auch diese nur Näherungsformeln für große Werte 
von r/A, indessen bleiben sie auch in den Übergangsgebieten gültig. 
Wir wollen hier nur den Fall A behandeln und stellen die 
Formeln für U im Gebiet 2, 3 und 4 auf. Es ergeben sich 
folgende Resultate: 

Gebiet 2: 

U, = ei kr cos (#— d) eikrcos(# +9) 


ai 
cos 
_2e* 9) cos 


V3a 


xi H+ 
ikrcos(d’+9) Ad 
+ cos 


| 6 
a7) | 7371 


st, 
mt 2 
n- 
te ’ 
en : 
It, | 
| 
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| 
| 08, | | 4 
T sin 
4 , | 
4 © 4 
Van 
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Dabei sind 
f oo oo 

= fei“ du; 

(48) 
e~i“ du; = fe du. 

|sin Zr V2kr ‘sin 


Gebiet 3: n - 

U, geht aus U, durch Fortlassen des zweiten Gliedes 
hervor. 

Gebiet 4: << 

U, geht aus U, durch Fortlassen der beiden ersten Glieder 
hervor. 

Wir wollen den Wert von U auf den beiden „Schatten- 
grenzen“ — # und n-+ # berechnen. Es folgt: 


(Un — 9) = e-ikren20 _ 1e-ikr 
| Van 
Dabei sind 
(50) fe-™du, fe fe -iw du, 
V2kr |sin 9) V2kr |cos V2kr 


Wir behandeln mehrere Spezialfälle: 
1. 9 sehr klein, d.h. streifende Inzidenz, dann 


cos +)- 7 (3 
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| 
sin(- — —) = 
4 6 3 2 8 
Fra 
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und wenn /2kr eine kleine Größe ist: 


Va je-'iWdu 

Vekro 
Daher 
2 
U (a x)= e-ikr Va eikr e-iW du 
e 
V2kr 
Vikr 


Das Integral im zweiten Gliede ist ohne weiteres nach 
Formel (31) zu entwickeln. Dann folgt 


Ist nun, wie vorausgesetzt, # so klein, daß, trotz des großen 
Wertes von Y2Ar, der Ausdruck Y2Akr.9’ klein ist, dann 
kann man schreiben: 


oo V2kr 
fe wan = [e- au — 
Vier ö 


=|yne * —y2kr-#. 


Daher 
Sire 
e 


-ikr-i 
+3 i} 
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Das letzte Glied in der Klammer ist das allein ausschlag. 
gebende; es stellt eine vom Windungspunkte ausgehende Welle 
dar, deren Amplitude zwar sehr klein ist, aber innerhalb eines 


gewissen Bereiches von r-Werten, wie Yr mit wachsendem r 
zuimmt. 


2.0 = > das einfallende Licht fallt senkrecht auf die 


eine Keilkante. 


co 


ai 
U (5) = eikr | e-iwdy 
- V3n 
V2kr 


oder, wenn man das Integral nach (31) entwickelt 


— 
Man erkennt in den drei Gliedern die einfallende Welle, die 
reflektierte Welle, deren Amplitude } ist, und die gebeugte 
Zylinderwelle. 


3. & beträchtlich von 0 und = verschieden. 


Dann sind Y2érsin und Y2hrcos# als groß zu be- 
trachten, und man kann in (49) und (50) die Integrale 7, 7”, 7” 
entwickeln. Dann folgt: 


U(n - = _ 4e- she 


(53) cos (* 
2Vénkr sin 2.9 


Es hat also auf der „Schattengrenze der reflektierten Welle“ 
diese reflektierte Welle stets die Amplitude }. 


Auf der wahren Schattengrenze (der einfallenden Welle) 
3 =a+ ergeben sich ganz analoge Ausdrücke. Speziell 
ist im Fall (3) 


Di 


; W 
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Wir wollen endlich den Ausdruck U, im zweiten Übergangs- 
streifen allgemein betrachten. Nach p. 150 ist 


ai 
cos 
von 
| 
at 
2e* 2 
| 25 
65) 
sin 
aet - ikr cos (# -8) ia? 
V3r isin ; | 
ai +h 
sin 
2e ¢—ikrcos(# +9). _gin? 
2 


Die 7 sind dabei durch (48) gegeben. 
Wir setzen 


wo « ein kleiner positiver Winkel sei. Dann ist 


V = [e- du, fe-du, 
V2kr sin Verr sin (0-5) 
(67) 
fe-mdu. 
00s V2kreos (9 5) 


Es sei nun # von 0 und 2/2 beträchtlich verschieden. Dann 
sind die unteren Grenzen der Integrale 7’, 7”, V’” groß und die 
Integrale können nach (31) entwickelt werden, wenn wir aus 
der Übergangsparabel 2 noch das Gebiet ausschalten, das sie 
mit dem ersten Ubergangsstreifen gemeinsam hat. Dann er- 
gibt sich: 
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xi oo 
4 
(58) V2kr sin 
2 
sin@ 
2 


Im zweiten und letzten Gliede wollen wir noch in den wenig 
empfindlichen Faktoren @ einfach = 0 setzen. Dann folgt, 
wenn wir noch 


oo Vike sin 5 
„ia 
4 
V2krsin 5 0 
setzen, 
U, 
V2 kr sin > 
| 
(59) e u 
0 
2 
url, 
| Venkr sin 2 9° 
Wir setzen 
2 
cos | —- # — — 
(60) ) = f(#) 
und 
V2krsin 
(61) eiWdu= C(s) — iS(s). 
J 
Dabei ist 


(62) s = Y2krsin > 
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Wir bilden nun 


dann ergibt sich bei Vernachlässigung von Gliedern höherer 
Ordnung: 


(C48) 


8ar 


+ 2 A [esin — Scos 


ı,/2ı 2nr(1—cose) — cosa) 
3,0) [eos sone) — sin - 


Es seien: 
C(s) + C(oo) = Cl) +} = C's), 
(68) 
S(s) + 8 (co) = $(s) + =S'(s). 


Dann kann man schreiben: 


2nr(l-cosa) 


(64) 
— $’cos 


oder: 
(5) T= 1 (074894 12 LC’. sin (0%) — 5’ 


Die Stellen, an denen / Extremalwerte aufweist, ergeben sich 
aus der Gleichung: 


oder: 

C’ cos (s?) + 8" sin (s?) = 0. 
Hierfür kann man auch schreiben: 
(66) =0, 


d.h. die Extremalstellen von J fallen mit denen von C’?+38’? 
zusammen. C’ und S’ sind an der bekannten Cornuschen 
Spirale geometrisch zu deuten. Ist (Fig. 7) OP=s, dann ist 


FQ=C, QP=$, FP?=0%+8% 
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Läuft der Punkt P von O aus in positiver Richtung (nach 
rechts) auf der Spirale fort, so vollführt #P die bekannten 


AS 


Fig. 7. 


Schwankungen, die die Maxima und Minima (Beugungsstreifen) 
an der Schattengrenze darstellen. 


Schluß. 


Als Ergebnis der vorliegenden Untersuchung können wir 
folgendes Resultat aussprechen: Der keilförmige Schirm ver- 
hält sich in seiner Beugungswirkung dem unendlich dünnen 
Schirm durchaus analog. Mit anderen Worten: auf die Form 
des Schirmes kommt es im wesentlichen nicht an. Der Einfluß 
derjenigen Teile des beugenden Körpers, die der direkten Be- 
strahlung entzogen sind, d.h. der beschatteten Partien, ist 
somit nur gering. Dies bietet eine neue Stütze für die 
Huygens-Kirchhoffsche Beugungstheorie, die die resul- 
tierende Beugungserscheinung aus Integralen berechnet, die 
nur über belichtete Flächen erstreckt sind. 


Berlin, November 1911. 


(Eingegangen 20. November 1911.) 
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9. Über die Brechung elektrischer Strahlen 
von sehr kurzer Wellenlänge in flüssiger Luft; 
von H. Merczyng. 


In einer Reihe von Aufsätzen!) habe ich das Verhalten 
verschiedener Flüssigkeiten bei der Brechung elektrischer 
Strahlen von 4,5 und 3,5 cm Wellenlänge einer Experimental- 
untersuchung unterzogen. Auf Grund einer Reflexionsmethode, 
die in den genannten Arbeiten beschrieben wurde, ist es mir 
gelungen, für die untersuchten Flüssigkeiten, unter anderen 
auch für Wasser, eine starke Abweichung des Brechungsexpo- 
nenten vom optischen Werte für solche Strahlen nachzuweisen; 
es zeigte sich dabei, daß der elektrische Brechungsexponent 
mit der Wellenlänge wächst und wahrscheinlich bei unend- 
lichen Wellenlängen einem Maximum zustrebt. Die anomale 
Dispersion, die sich im optischen Spektrum für gewöhnlich nur 
in einem sehr kurzen Bereich in der nächsten Umgebung des 
Absorptionsgebietes bestätigt, wäre somit als allgemein gültige 
Tatsache für größere Wellenlängen zu betrachten, wenigstens 
für Wellen jener kleinsten Größenordnung, die wir mit den 
jetzigen elektrischen Methoden herzustellen imstande sind. 

Für die theoretische Behandlung dieses Problems war es 
interessant, außer den Körpern, die bei gewöhnlichen Druck- 
und Temperaturverhältnissen flüssig sind, auch das Verhalten 
der sogenannten verflüssigten Gase zu studieren. Wir be- 
gannen mit der am leichtesten herzustellenden flüssigen Luft, 
um so mehr als für dieses Medium, außer dem bekannten 
optischen Brechungsexponenten, auch schon eine Arbeit vorlag, 


1) H. Merezyng, Etudes sur les ondes électromagnétiques trés 
eourtes. Réflexion et dispersion des liquides. Compt. rend. 1909. Studien 
über das elektrische Spektrum im Gebiete sehr kurzer Wellen, Bull. 
International de l’Acad. des Sc. de Crac. A. p. 101. 1910 u. Ann. d. Phys. 
33. p.1. 1910. Elektrische Dispersion von Wasser und Äthylalkohol 
für sehr kurze Wellen. Bull. International de l’Acad. des Sc. de Cracovie 
A. p. 123. 1911 u. Ann. d. Phys. 34. p. 1015. 1911. 
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158 H. Merczyng. 


in der die Dielektrizitätskonstante mittels einer Kondensator- 
messung bestimmt wurde, also auch der Brechungsexponent 
für elektrische Strahlen unendlich langer Wellen bekannt war. 
Die Versuchsmethode, die wir für flüssige Luft angewandt 
haben, war dieselbe, wie die in unseren früheren Arbeiten 
benutzte. Der elektrische Strahl, durch eine Petroleumlinse 
parallel gerichtet, wurde von der Oberfläche der flüssigen Luft 
reflektiert; seine Intensität wurde sodann an einem Thermo- 
elemente gemessen. Wenn die Intensität des direkten Strahles, 
die wir durch Reflexion an einer Quecksilberoberfläche messen 
konnten, bekannt ist und wenn man das Verhältnis beider 
Intensitäten mit 2 bezeichnet, so ist der Brechungsexponent n, 
wie früher bewiesen: 
n= Vy? + 
wo 
_ will + VR) 
y 1-VR 


und i den Einfallswinkel des elektrischen Strahles bedeutet. 
Das Verhalten der flüssigen Luft ist jedoch so eigenartig, daß 
es erst nach längerer Zeit gelang, die Messungen zu bewerk- 
stelligen. Vorerst mußte überhaupt erkannt werden, ob die 
sich über dem Flüssigkeitsspiegel der flüssigen Luft unter ge- 
wöhnlichem Druck und bei gewöhnlicher Temperatur ent- 
wickelnde Dampfatmosphäre auf die elektrischen Reflexions- 
vorgänge keinen Einfluß hat (besonders wäre vielleicht eine 
stärkere Absorption zu befürchten). Da nach kurzer Zeit sich 
die Dampfatmosphäre klärt und die weitere Dampfentwicklung 
sehr gering ist, so konnte man Messungen vornehmen, die bald 
bezeugten, daß sogar stärkere Dampfentwicklung keine bemerk- 
bare Wirkung hervorruft. 

Eine andere Schwierigkeit bestand in der Herstellung 
eines genügend großen Gefäßes für flüssige Luft, um das 
ca. 20 cm breite Strahlenbündel aufzunehmen. Da im Handel 
so große doppelwändige Gefäße nicht erhältlich sind, so ließ 
ich ein besonderes Gefäß verfertigen. Dasselbe war von der 
gewöhnlichen halbkugelförmigen Gestalt, maß im Halbmesser 
20 cm und hatte keine spiegelnde Fläche, da es sich darum 
handelte, bei den Retlexionsmessungen Störungen zu vermeiden. 
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Zwar wurde dadurch die Verdampfung der flüssigen Luft sehr 
befördert, man konnte sie jedoch wenigstens so lange erhalten, 
bis die Messungen beendigt waren. Wir gebrauchten dazu 
immer eine größere Quantität Luft, etwa 2—3 Liter. Auf 
diese Weise konnte man immer eine Tiefe von 12—15 cm 
Luft im Gefäße erzielen. Nach Beendigung der Messungen 
mit Luft wurde das Gefäß bis zu derselben Höhe mit Queck- 
silber gefüllt, und der Reflex vom Quecksilber gemessen. Auf 
diese Weise wurden die zur Bestimmung der Größe R (das 
Verhältnis der Intensitäten, vgl. die früher zitierte Formel) 
nötigen Daten ermittelt. 
Wir kommen jetzt zu den Resultaten der Messungen. 


I. Serie ((= 45°, sini = cosi = 0,71) 
Unmittelbare Ablenkung 1 mm’) 
Reflex von Luft. . . 6mm, korrigiert 6—1= 5mm 
» 9» Quecksilber 50 mm, A 49 mm 


5 
R=.; = 0,10; VR = 0,32, 


0,71 x 1,82 _ 
= = 1,38, 


n= Yy? + sin? = 1,55. 
Il. Serie (gleicher Einfallswinkel i = 45°). 


Unmittelbare Ablenkung 1 mm 

Reflex von Luft . . 8mm 
Mittel 7,7 mm, korrigiert 6,7 mm 
” ” » + + + 8mm 


»  » Quecksilber 82 mm, korrigiert 81 mm. 


R= 0,083; yk = 0,29, 


_ 


n = Y1,29? + 0,50 = 1,48. 
Beide Serien von Beobachtungen stimmen sehr gut mit- 
einander, und wir können das Mittel: 
n = 1,51 


1) Das ist die Ablenkung, die das Galvanomever angibt, wenn der 
Reflexionsapparat entfernt wird. 
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als den Brechungsexponenten der flüssigen Luft für ei 

Wellenlänge von: é 

4= 4,5 cm j 

annehmen. 

Dieses Resultat können wir mit den vorhandenen Dates 

für das optische Spektrum und für Kondensatormessungen vem 

gleichen; nach den Bestimmungen von Frau M.D. Fetrowe 
ist die Dielektrizitätskonstante der flüssigen Luft: 


D = n? = 1,33; 


dieser Wert ist nach der Kapazitätsmethode gefunden. Daraits 
erhalten wir für den Brechungsexponenten für unendlich lange 
Wellen: 

No = yD = 1,16; 


somit dürfte für flüssige Luft das Maximum des Brechungs 
exponenten nicht für unendlich lange Wellen zustande kommen 
Jedenfalls haben wir auch hier „anomale‘‘ Dispersion, da fi 
das optische Spektrum nach den Versuchen von Liveing und 
Dewar?) für flüssigen Sauerstoff und für Natriumlicht de 
Brechungsexponent n = 1,22 ist und für flüssigen Stickstoff 
nach den genannten Verfassern n = 1,20 ist. Für flüssige Laff 
kann man aus diesen Bestimmungen berechnen, daß de 
Brechungsexponent etwa 1,21 beträgt. Jedenfalls können wit 
aus unseren Ergebnissen den Schluß ziehen, daß auch für ver 
flüssigte Gase die anomale Dispersion im elektrischen Spektrum 
gewöhnlich stattfindet. 


1) M. D. Petrowa, Journ. d. russ. physik. Gesellschaft 36. p. 9% 
1904. 

2) G. D. Liveing u. J. Dewar, Phil. Mag. 34. p. 205. 1892; 36 
p. 330. 1893. 


(Eingegangen 16. November 1911.) 


Druck von Metzger & Wittig in Leipzig. 
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